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小 波 分 析 (Wavelet Analysis) 是 20 世纪 80 年 代 开 始 发 展 起 来 的 
一 个 新 兴 的 数学 分 支 。 小 波 分 析 是 以 泛 函 分 析 和 调和 分 析 为 基础 的 一 
种 新 的 信号 分 析 的 方法 。 小 波 分 析 从 一 开始 发 展 就 与 很 多 学 科 的 实际 
应 用 紧密 联系 在 一 起 ,小 波 理论 的 发 展 一 直 是 伴随 着 实际 应 用 。 因 此 
小 波 分 析 虽 然 发 展 历史 不 长 ,但 已 经 在 通信 、 地 质 、 生 物 医学 、 自 动 化 、 
涝 流 、 分 形 、 数 值 计算 、 微 分 方程 求解 等 方面 的 应 用 中 取得 了 引 人 注 目 
的 进展 。 小 波 分 析 的 发 展 不 仅 受 到 数学 工作 者 的 极 大 关注 ,也 引起 了 
工程 技术 人 员 的 极 大 关注 。 现 在 已 有 很 多 高 等 学 校 在 应 用 数学 和 一 些 
工科 类 专业 中 开设 了 小 波 分 析 及 其 应 用 的 课程 。 

长 期 以 来 , 傅 里 叶 变换 是 信号 处 理 的 重要 数学 工具 ,但 傅 里 叶 变 换 
只 能 反映 信号 的 整体 特征 ,而 无 法 作 信号 的 局 部 分 析 , 小 波 变 换 在 信和 号 
分 析 中 具有 独特 的 优势 在 于 它 可 以 有 灵活 可 变 的 时 频 窗口 ,以 适应 不 
同 频率 的 分 辩 率 的 需要 ,在 时 域 和 频 域 上 都 具有 表征 信号 局 部 特性 的 
能 力 ,形象 地 说 ,小 波 变换 具有 “变焦 "的 功能 ,因此 常常 被 称 为 “数学 显 
微 镜 ”。 

编者 在 工作 中 了 解 到 很 多 非 数 学 专业 的 研究 生 希 望 能 有 一 本 不 需 
要 太 多 数学 基础 就 能 读 懂 的 小 波 分 析 教 材 ,帮助 他 们 能 在 较 短 的 时 间 
内 学 习 小 波 分 析 的 基本 理论 和 基本 内 容 。 出 于 这 样 的 考虑 ,编者 根据 
近 几 年 在 通信 、 材 料 、 自 动 化 和 应 用 数学 等 专业 的 研究 生 中 讲授 小 波 分 
析 课 程 的 讲义 ,经 修改 整理 而 写成 本 教材 。 

本 书 力求 用 工科 研究 生 容 易 接受 的 概念 和 语言 来 描述 小 波 分 析 的 
基本 理论 和 基本 内 容 , 尽 可 能 用 形象 的 语言 和 直观 的 背景 来 描述 一 些 
抽象 的 问题 ,尽量 避免 涉及 较 多 的 数学 基础 知识 ,避免 使 用 较 多 的 数学 

.1. 


术语 。 本 书 在 不 影响 基本 内 容 体系 ,不 影响 对 基本 理论 的 理解 的 前 提 
下 省 略 了 一 些 繁 锁 的 证 明 。 因 此 只 要 具有 高 等 数学 和 工程 数学 的 基 
础 ,就 能 基本 上 读 懂 本 书 。 

本 书 第 一 章 作为 预备 知识 ,介绍 了 学 习 小 波 分 析 必 须 具有 的 数学 
知识 ,主要 内 容 包括 泛 函 分 析 中 最 基本 的 知识 和 传 里 叶 变 换 的 基础 ,已 
有 这 方面 知识 的 读者 可 以 跳 过 第 一 章 , 直 接 从 第 二 章 开始 阅读 。 第 二 
章 介 绍 小 波 变换 的 基本 概念 和 连续 小 波 变 换 , 并 给 出 了 连续 小 波 变 换 
在 地 质 方面 的 一 个 应 用 实例 。 第 三 章 介 绍 多 分 辩 分 析 和 离散 小 波 , 正 
交 小 波 基 的 构造 ,以 及 离散 小 波 在 取样 定理 中 的 应 用 。 第 四 章 介绍 了 
小 波 包 及 其 构造 方法 。 小 波 包 是 正 交 小 波 基 的 一 种 推广 , 它 是 提高 频 
域 分 辩 率 的 一 种 很 有 效 的 方法 。 第 五 章 介绍 二 进 小 波 , 半 正 交 小 波 , 双 
正 交 小 波 以 及 它们 的 对 偶 及 特性 ,介绍 了 Hilbert 空间 中 的 框架 概念 
和 小 波 框 架 , 并 对 各 种 小 波 进行 了 综合 的 分 析 和 比较 ,还 给 出 了 二 进 小 
波 的 构造 实例 。 最 后 第 六 章 简要 介绍 了 多 维 小 波 和 向 量 小 波 。 多 维 小 
波 和 向 量 小 波 的 研究 尚 处 于 初级 阶段 ,一 些 理论 和 方法 还 不 成 熟 , 还 有 
大 量 的 研究 工作 尚 待 深入 。 

本 书 可 作为 大 学 高 年 级 学 生 和 研究 生 的 有 关 课 程 的 教材 ,也 可 作 
为 工程 技术 人 员 的 自学 参考 书 。 

本 书 得 到 上 海 市 教委 研究 生 教材 建设 专项 经 费 的 资助 。 本 书 在 写 
作 和 出 版 过 程 中 得 到 上 海 大 学 研究 生 部 、 上 海 大 学 出 版 社 、 上 海 大 学 数 
学 系 的 大 力 支持 。 特 别 要 感谢 上 海 大 学 彭 瑞 仁 教授 , 许 梦 杰 教授 ,安徽 
大 学 李 世 梭 教授 ,他 们 对 作者 提供 了 极 大 的 帮助 ,在 此 深 表 谢意 。 

限于 作者 的 水 平 , 本 书 难免 存在 缺点 和 不 妥 之 处 , 巧 请 读者 提出 宝 
贵 的 意见 。 
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第 一 章 预备 知识 


1.1 线性 赋 范 空间 


‚ 首先 介绍 一 下 泛 函 分 析 的 有 关 概 念 。 
从 一 个 数 集 X 到 一 个 数 集 Y 的 一 个 映射 上: ХҮ, ВИП f 是 一 
个 函数 。 如 果 X 不 是 一 个 数 集 ,而 是 一 个 抽象 集合 (最 常见 的 一 个 函 
数 的 集合 ), 从 X 到 数 集 Y 的 映射 J]: X-~Y, 这 样 的 了 我 们 称 为 一 个 
泛 函 。 比 如 X 是 区 间 [a, 6] 上 可 积 函数 的 全 体 , f(x) € X, 定义 


JU = Ddr, 这 样 了 就 是 一 个 函数 /(z) 到 一 个 数 содае t 


映射 , 即 是 一 个 泛 函 。 又 如 g(z) 是 (一 ce， 十 cc) 上 一 个 取 定 的 函 
数 ,X 是 (一 =o， 十 ce) 上 满足 某 种 条 件 的 函数 的 集合 ，F(z) € X, 


пл = | Agde (当然 假定 这 个 积分 收敛), 这 样 的 了 也 是 一 


个 函数 7《z) 到 一 个 数 | ”f(z)g(z)dz 的 映射 ,所 以 也 是 一 个 泛 函 。 


这 种 泛 函 是 一 种 很 常用 的 泛 函 。 

ШЖ X, Ү 都 是 抽象 集合 ,A REX 到 Y 的 一 个 映射 , 称 A 是 一 个 算 子 。 
x, 
x 


ШОХ Rn 维 列 向 量 全 体 ,Y Em 维 列 向 量 全 体 , x = € x, 


Tn 
РД 


у= [YEY A 是 一 个 m Xn EE REER у = Ак. 这 个 A 是 


Ym 


XY 的 一 个 算 子 。 
用 Cla, 6] 表 示 定 义 在 [a, bJ E BJ Rf k 阶 连续 导数 的 函数 全 


I, f(D € Cla, 8), 定义 О] = YS = доо), MJ ga) € 
C*"[a, b), D Ж Са, bJ#J С Га, ЮР. 
EA REA кї XL = r +, 则 微分 


ym ED ш, — fe, y) 就 可 以 记 为 Lu = f, 3k 1, 


就 是 w 到 了 的 一 个 算 子 。 

本 书 中 用 到 大 量 的 积分 表达 式 , 这些 积分 通常 是 指 勒 贝 格 
(Lebesgue) 积 分 。 勒 贝 格 积分 是 “高 等 数学 ”课程 中 讲 到 的 歼 曼 
(Riemann) 积 分 的 一 个 推广 。 这 里 不 打算 详细 介绍 勒 贝 格 积分 ,我 们 
仅 指出 这 样 一 个 结论 ,一 个 函数 如 果 在 黎 曼 积分 的 意义 下 是 可 积 的 , 那 
么 在 勒 贝 格 积分 的 意义 下 也 一 定 是 可 积 的 , 且 两 者 的 积分 值 相等 , 凡 对 
黎 曼 积分 成 立 的 性 质 , 对 勤 贝 格 积分 也 成 立 。 但 勒 贝 格 可 积 的 函数 不 一 
定 是 黎 受 可 积 , 所 以 勒 贝 格 可 积 函 数 比 黎 曼 可 积 函数 包括 的 范围 更 广 。 


在 微 积分 中 ,我 们 知道 ,如 果 f(z) = g(x), 则 可 推出 [ усх = 


f'e odz, 但 如 果 FOR g DEER л ra, зз, ЕЖА 
时 ,只 要 这 些 点 是 离散 点 ,不 构成 一 个 区 间 ,就 不 影响 其 积分 值 , 这 时 尽 
E f(D зе g(x), M Гуса = Гео. 
WX = (х | f(z) # g(z), z € [a, b]}, MFR X HKE” (RK 
地 说 应 该 是 某 种 测度 ) 为 零 ,那么 我 们 称 f(x) 和 g(z) 在 [a, 68] 上 几乎 
处 处 相等 ,或 称 SC) = g(x) 在 [a, b] 上 几乎 处 处 成 立 。 记 为 f) 二 
g(x)，, 几乎 处 处 相等 的 函数 其 积分 值 一 定 相 等 。 
定义 1.1 设 X 是 一 个 非 空 集合 ,K 是 一 个 数 域 ,以 x 表示 XX 中 的 
元 素 ,在 X 中 定义 了 加 法 运算 和 数 乘 运算 ,这 些 运算 满足 以 下 规律 
х+у=у-+х; 
(Xx 十) 十 z 二 x 十 (y 十 z); 


存在 零 元 素 9, x 十 9 = х; 

存在 x 的 负 元 素 一 x, x + (— x) = 0; 

l+ x = x; 

(м)х = Alux), А, p € К; 

А(х + у) = Ах +ày, Q+ Dx = Ах + x, A. € К. 


这 样 的 集合 X 称 数 域 K 上 的 线性 空间 ,又 称 向 量 空间 ,其 中 的 元 
素 也 可 以 称 为 向 量 或 点 。 

如 XX 是 m Xn 实 和 矩阵 全 体 , 按 通 常 的 矩阵 加 法 和 数 乘 运 算 ,X 是 一 
个 线性 空间 。 

X 是 [a, 6] 上 连续 函数 全 体 , 按 通 常 的 函数 加 法 和 数 乘 运算 ,X 也 
是 一 个 线性 空间 。 

ху, Xi, e, x, 是 线性 空间 X 中 的 元 素 , 由 x，x;，…，x, 的 线性 


组 合 的 全 体 所 成 的 集合 (Зх (a € K), жуа. x, 的 生 


成 空间 , 记 为 span{xi, x2, s xn) W X 是 三 维 空间 中 的 向 量 全 体 ， 
X ={(х,у,@)|х,у,ЄЙ},4Ф=(1.0,0),} = (0, 1, 0), к= 
(0, 0, 1), Ё] span{i, j,k} 就 是 义 , 而 ѕрап (і, j) RH хоу 平面 上 的 
向 量 全 体 。 

设 X,Y 是 同一 数 域 上 的 两 个 线性 空间 , 则 X XY = (x, |r € 
X, y € Y) 称 为 X, Y 的 乘积 空间 。 特 别 当 X = Y ił, XX Y = Х = 
(х, у) 12, y€ X). 

记 R = Ri 为 实数 全 体 , 则 R = RXR = ((r, у) |x, y€ ВЕ} 
是 二 维 实 向 量 全 体 。 

nn 维 实 向 量 全 体 R" =RXRX XR 


中 

定义 1.2 X 是 一 个 线性 空间 ,下 是 X 上 的 一 个 泛 函 , 记 为 F(x) = 
lel. 如果 上， 满足 下 列 三 个 条 件 : 

Q) 1х1 20, Ухє X, В 1х1 = 0 当 且 仅 当 x = Ө. 

(2) Ах =1А1 ixl, Vx€ Х.л. 


(з) [х+уй < lx + yl, Vx, yE X. 

WHRTER = |.| 为 X 上 的 一 个 范 数 。 上 述 三 个 条 件 又 
称 范 数 公理 。 

定义 了 范 数 的 线性 空间 称 为 线性 赋 范 空间 。 

范 数 是 数 的 绝对 值 概念 的 一 种 推广 。 数 的 绝对 值 显然 满足 范 数 公 
理 , 所 以 绝对 值 也 可 以 看 做 是 一 种 范 数 。 

例 1.1 HF n 维 实 向 量 全 体 R",xER",x= (ri, T1, °, T) 
定义 Па, = (Se), R 按 这 个 范 数 ‖ ° ||; 构成 一 个 线性 赋 东 6 
空间 。 

例 1,2 Cla, 60а, 6b] 上 连续 函数 全 体 所 组 成 的 线性 空间 ， 
fe € Clas 6], EX | fll = | | e | az, W С[а, DHX TE 
数 ‖ ` l, 构成 一 个 线性 赋 范 空间 。 

如 果 在 Cla, 6] 上 定义 曙 外 一 种 范 数 | f | = max | f |, ЖА 
Cla, ] 按 这 样 的 范 数 构成 另外 一 个 线性 赋 范 空间 。 

ALS [a, 幻 上 思 次 对 由 格 可 积 汪 数 全 体 { reo | | | co dz < oo) 
把 几乎 处 处 相等 的 函数 作为 同一 函数 。 记 为 L*[a, 6], 在 Lr[a, b] E 
定义 范 数 IS loua = (| 1 reo Ide), LEa, Буви Ач 
нии. 

Eo, +оо). ЕЙ) РЛ Т A Lo, оо) ЕК 
上 定义 范 数 ISl voes = (| 1 FD ar), M Lo, +оо) 
成 为 一 个 线性 赋 范 空间 ,通常 记 为 L*(R) 或 简 记 为 L*。L? 空间 是 一 种 
很 重要 的 线性 赋 范 空间 ,特别 是 p = 2 BF, L: 空间 是 小 波 分 析 中 使 用 
最 多 的 一 种 线性 赋 范 空间 . 

L 空间 中 的 两 个 重要 的 不 等 式 ， 

1， 替 尔 德 (Halder) 不 等 式 

# p>1, a> A+} =1, fe Lr,gEL', 则 fgE€EL', 
26 


BA feel < fle ° teglie 

特别 当 p = q = 2 Hi, 称 为 许 瓦 尔 兹 (Schwarz) 不 等 式 : 
fegh lfle. lale. 

2. 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 

对 于 p>1, | /+кЕ < Nfl Па 

例 1.4 记 x= {zt} 是 一 个 数列 ,对 于 pp 三 1, 记 以 = 
Касеро Беха е = (È lal)”, 
l 成 为 一 个 线性 赋 范 空间 。 上 述 两 个 不 等 式 对 2 空间 也 同样 成 立 。 

定义 1.3 {x,} 是 线性 赋 范 空间 X 中 的 序列 ,如 果 存 在 一 个 x, 使 
lim || x,—x || = 0, 则 称 序列 {x,} 按 范 数 | ° | 收敛 于 x。 

以 后 非特 别 说 明 , 对 于 线性 赋 范 空间 中 的 收敛 都 是 指 按 范 数 收敛 。 

定义 1.4 {x,}) 是 线性 赋 范 空间 中 的 序列 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 
e> 0, 存在 正 整数 N, m, n> N BF, |x, — x, || <e, WER X) 
一 个 基本 序列 ,又 称 柯 西 序列 。 

ШЖ X 中 的 每 一 个 基本 序列 都 收敛 于 XX 中 的 元 素 , 则 称 X Ж 
备 的 ,完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 巴 拿 赫 (Banach) 空 间 。 

L’, (* 都 是 Banach 空间 。 

Cla, 6] 关 于 范 数 Nfl = тах | f(z) | 是 Banach 空间 ,但 关于 


范 数 | =f | f(z) | dz ЖА Banach 空间 。 


由 线性 代数 的 知识 知道 ,对 于 n 维 向 量 空间 R°, FE ”个 线性 无 
关 的 向 量 xi, хо, е, x, ,使 得 R" 中 的 任 一 向 量 x, 可 以 唯一 地 表示 为 
这 个 向 量 的 线性 组 合 , 即 这 个 线性 无 关 的 向 量 构 成 R" 的 一 个 基 ， 
В" 可 以 作为 基 的 生成 空间 , R" = span{xi, x，…, x,}, R" 中 的 基 不 
是 唯一 的 ,任何 个 线性 无 关 的 向 量 都 可 以 作为 基 。 现 把 基 的 概念 推 
广 到 无 限 维 空间 。 

定义 1.5 设 B 是 一 个 Banach 空间 , (ps k = 1, 2, =} Æ BP 
的 一 个 序列 ,如 果 对 于 任意 的 f € B, 存在 唯一 的 数列 {c;) ,使 得 / = 

eo 


Dap 且 级 数 无 条 件 收敛 ( 即 与 项 的 排列 次 序 无 关 ), 则 称 序列 {Pk} 
是 B 的 一 个 无 条 件 基 。 

与 有 限 维 空间 不 同 ,无 限 维 的 Banach 空间 不 一 定 存在 无 条 件 基 。 
即使 存在 无 条 件 基 {Ps} ，{g:} 的 生成 空间 span{p s ps s par “tl 
不 一 定 就 是 这 个 Banach 空间 本 身 ,因为 在 无 限 维 空间 中 还 涉及 收敛 序 
列 的 极限 点 ,一 个 集合 A 加 上 它 的 所 有 的 极限 点 后 得 到 的 集合 , 称 为 
A 的 闭 包 , 记 为 A4。{g} 的 所 有 的 线性 组 合 所 成 的 集合 的 闭 包 
рап{ф, pr，…，9n，…} 就 是 这 个 Banach 空间 В, 


$12 内 积 空间 


定义 1.6 X 是 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 ,FF 是 乘积 空间 XXX 
上 的 一 个 泛 函 , 记 为 F(x, у) = (x, у), 如 果 (。，。…) 满 足下 列 条 件 ; 

O) (x, x) 20, 对 任意 的 x € X 成立 , 且 (x, x) = 0 当 且 仅 当 
x = 0; 

(2) (х, y)=(y, х), (у, ORRO, x) 0 3t ЮМ; 

(3) МЖЖ A, A, 有 Ох, Ax y) = А О y) БАО, y), 

MPC, ON X 中 的 内 积 。 这 三 个 条 件 又 称 为 内 积 公理 。 定 
义 了 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 。 

例 1.5 En ERREZA R 中 ,定义 内 积 (x, y) = Siny R 
就 成 为 一 个 内 积 空间 。 

En 维 复 向 量 空间 C 中 ,定义 内 积 Ce, у) = У), уу, C' 也 成 为 
一 个 内 积 空间 。 

例 1.6 EL 中 定义 (x(D，y(D) = Í o yar, L 就 成 为 
一 个 内 积 空间 。 

EL PELAR G V= Dno Ë 也 成 为 一 个 内 积 空间 。 这 


.6. 


Ж у= {r}, y= (yx. 

内 积 满足 柯 西 - 许 瓦尔 兹 不 等 式 : 

| (x, y) |< Уу x) Су, y) 对 任意 的 内 积 空间 中 的 元 素 x, y 
成 立 。 

我 们 可 以 在 内 积 空间 中 定义 一 个 与 内 积 有 关 的 范 数 ，| x = 
„х, Y) ,容易 验证 ,这 样 定义 的 外 ° | 满足 范 数 公理 。 所 以 内 积 空间 
中 按 内 积 导出 范 数 后 又 成 为 一 个 线性 赋 范 空间 。 如 果 内 积 空间 按 这 样 
的 范 数 又 是 完备 的 , 则 此 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空 间 。 

L, Ë 都 是 希 尔 伯 特 空间 。 

LP, P эң p > 2 时 不 能 成 为 内 积 空间 。 

定义 1.7 H 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 , (p k € Z) 是 H pHK 
Ж.Н H = span(@,, k € Z) (这 里 表示 整数 集合 ) ,如果 对 于 H 
中 的 任 一 元 素 / ,存在 唯 一 的 数列 C= (e), EA S= Dep. 且 存在 
HHA, B, B> A 0, 使 对 任意 的 P 中 的 数列 C = (c) 有 

АЙС, < 1 Dapil <ВЇСЇ г, WE (р. k € Z) ЕН 
一 个 黎 蒋 (Riesz) 基 。 

AAC < | Уер < BI CI ¢ Ж Riesz ft. 


Riesz 基 是 Hilbert 空间 中 的 无 条 件 基 。 有 时 就 把 Hilbert 空间 中 
的 无 条 件 基 称 为 Riesz 基 。 

定义 了 内 积 后 ,就 可 以 把 维 欧 氏 空间 中 的 一 些 几何 概念 推广 到 
内 积 空间 中 去 。 

定义 1.8 X 是 一 个 内 积 空间 ,x, yE X, VO, x) 称 为 元 素 x 的 


KI, arccos ED YER x, y 之 间 的 夹 角 。 如 果 
(x, у) = 0, ШЖ x 5y EX. 
设 了 是 内 积 空 间 X 的 子 集 , 如 果 Y 中 的 元 素 都 相互 正 交 , 则 称 了 
是 一 个 正 交 系 ,进一步 如 果 Y 中 的 所 有 元 素 还 满足 | yl =1, 则 称 Y 
是 一 个 标准 正 交 系 。 
«Бе 


(e, kEZ} 是 内 积 空 间 X 的 一 个 无 条 件 基 ,同时 te ，AEZ} 还 
L i=j 
一 个 标准 正 交 系 , 即 (6.，6) =a = |, е, ВЕДЕ 
i 
X 的 一 个 标准 正 交 基 。 5, 称 为 克朗 内 克 符 号 , 其 定义 就 是 


a = | {у 对 于 XX 中 的 每 一 个 元 案 x, 都 可 以 中 一 地 表示 为 一 个 
{0157 


级 数 x = > cuet, 对 这 个 级 数 两 边 与 e 作 内 积 后 ,由 于 (е e) = du, 
kez 


所 以 c, = (x, e), 这 就 是 X 中 的 元 素 x 在 这 组 基 下 的 “坐标 ”。 

与 4 维 欧 氏 空 间 中 的 基 上 比较 ,n 维 欧 氏 空间 中 任何 个 线性 无 关 
的 向 量 都 可 以 成 为 一 组 基 ,R" 中 的 任 一 向 量 可 以 由 这 组 基线 性 表示 ， 
且 表 示 式 惟一 。Hilbert 空间 中 的 Riesz 基 就 相当 于 这 样 的 基 。 而 R 
中 特别 有 用 的 是 标准 正 交 基 ,R" 中 的 任意 一 组 基 都 与 标准 正 交 基 等 
价 , 通 过 正 交规 范 化 方法 ,可 以 把 任何 一 组 基 化 为 标准 正 交 基 。 在 
Hilbert 空间 中 Riesz 基 也 与 标准 正 交 基 等 价 ,一 个 Riesz 基 也 可 以 通 
过 正 交 规范 化 的 方法 成 为 标准 正 交 基 。 

定义 1.9 X 是 一 个 内 积 空 间 ,M 是 X 的 真子 集 , хе X. Bx € 
M, 如 果 对 于 任意 的 yE M, 都 有 (х, y) = 0, 则 称 x 与 M 正 交 , 记 为 
x | M. 

XEM, N 都 是 X 的 真子 集 , 如 果 对 任意 的 xE M, 任意 的 了 E 
N, 都 有 (x, y) = 0, 则 称 M 与 N 正 交 , 记 为 M N. 

MEX 的 真子 集 ,X 中 所 有 与 M 正 交 的 元 素 的 集合 {x | x € X, 
x | M) 称 为 M 在 X 中 的 正 交 补 , 记 为 M: 。 

BRM | M: , B M |) M: = (0), M U M: = X, 

内 积 空间 中 的 元 素 x, y 正 交 的 充分 必要 条 件 是 “ 勾 股 定理 ”成 立 ， 
BD | x+ yl = hlt Hyl. 

因为 le+yl? = (x+y, x+y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + 
(y, у) = (x, x) + (y, y)<= (x, y) = (y, x) = 0, 

一 个 内 积 空间 X, 可 以 分 解 为 它 的 一 些 子 空间 的 并 : 

X= X, UX, U…UXwXCX,i 一 1, 2,…，N。 有 时 也 记 为 
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X = Xi 十 X 十 … 十 Xn。 如 果子 空间 之 间 还 满足 X, N X, = (0), 1 
iZ j Bh, ЖН X = X, U X, U … U Xs 称 X 分 解 为 子 空间 的 直 和 , 记 
为 X 一 X + X, 十 … 十 Xs。 如 果 这 些 子 空间 之 间 还 是 两 两 正 交 的 : 
X, | %， 当 i 关 j 时 ,这 样 的 和 称 为 正 交 和 , 记 为 X= X © X, ®--@ Ху. 

把 一 个 内 积 空间 分 解 为 若干 个 子 空间 的 正 交 和 ,就 相当 于 在 这 个 
空间 中 建立 了 一 个 “直角 坐标 系 ”, 这 样 内 积 空间 中 的 任何 一 个 元 素 x, 
都 可 以 “投影 "到 这 些 子 空间 上 去 ,x 就 可 以 有 "分 量 表示 式 ”, x 一 x + 
x 十 十 xy x € Xi 一 1，2,…，N。 这 就 如 同 三 维 向 量 空 间 中 的 
任 -一 向 量 x 可 以 投影 到 zx，>y，, z 三 条 坐标 轴 上 , x = (z, 0, 0) 十 (0， 


у, 0) +00. 0, z), 如果 YY; = (у, у? s, ую} 是 子 空间 X; 的 标准 
正 交 基 , i = 1, 2, …，N, MERER EELE ERY, y, es 
就 成 为 X 的 标准 
正 交 基 。 


无 限 维 的 Hilbert 空间 与 n 维 欧 氏 空间 有 很 多 类 倍 之 处 ,n 维 欧 氏 
空间 中 的 很 多 性 质 可 以 推广 到 无 限 维 的 Hilbert 空间 上 去 。 


$1.3 REHEK 


Л Е tE 8 А ЖЕН ЕЛЕДЕ. 
定义 1.10 ROEL, (ш) =| foe “dr 称 为 1(4) 的 


Ent (Fourie) 变换 。 有 时 也 用 记号 FUOD] = feo), 为 了 突出 变 
量 是 w, 有 时 也 记 为 (Ff)(w) = f (o), 

一 个 信号 /(#) 的 自 变量 :是 时 间 ( 或 空间 ) 的 变化 范围 ,常常 称 为 
HOOR TREMER S Co HE o 是 频率 的 变化 范围 , 常 党 
称 为 频 域 。 

传 里 叶 变 换 把 一 个 时 域 上 的 信号 /(4) 映 射 到 频 域 上 。 那 么 频 域 
上 的 信号 表示 广 (w) 能 否 “回复 "到 时 域 信号 呢 。 


ELLI BADEL, 了 (ww) 是 菜 个 函数 /(1) EL йш} 
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变换 , 则 gO = 二 f саде" do RAS (w) 的 全 里 叶 逆 变换 , 记 为 


F Асо] Е О), 
但 要 注意 РОГ] ЖАР /(1)。 只 有 当 fo) € L 时 ， 
JDEL ME /C0 的 连续 点 上 , 才 有 FO = | Fee“ du, 以 


后 非特 别 说 明 SO = (F CO) 都 是 指 这 种 意义 。 

当 fO) € L 时 ,六 Cuw) 不 一 定 属于 L ,所 以 对 每 一 个 Aw) 不 一 定 
能 通过 逆 变换 回复 到 /(1) ,只 有 那些 属于 L 的 广 (w) 才 能 作 逆 变 换 。 
而 且 L' 不 是 希 尔 伯 特 空间 。 小 波 变换 中 用 到 的 是 L° 中 的 全 里 叶 变 
ж. BESO єг, BR | fDe “dy 不 一 定 有 意义 。 

记 supp f) = {t | fa) Z 0), supp f(t) 称 为 /(1) 的 支 集 。 如 果 


SOM KRE RRA FARO , 则 称 f(1) 有 紧 支 集 。 对 于 有 紧 支 集 的 
KASO, BRASO EL NL. 


<N 
Ë fo) € L, % XI (D = 人 x Bs м Хожа. 


SnD = f(D ° Хм), 显然 supp fn 0) СГ №, N], # + 
DEL 所 以 办 Co) 在 二 上 有 意义 ,又 由 于 fv (D € L, 
Аш = | fur Dew dr HR UH BX, TT LI WIE Ax (a) EL, 
对 于 这 样 定义 的 f(D, MRA lim | /vs — f | e = 0, 以 后 非特 别 说 
WE L° t, limfa (D = f(D 都 是 指 lim | /一 |， = 0, 对 上 述 定 
XAS fs Ce) ,如 果 lim f (e) = f (ao), W Co) 为 7(2) 的 傅 里 时 变换 ， 
AMEL PEER, iF 是 一 个 完 各 的 空间 ,所 以 A DE， 
因此 传 里 叶 变 换 是 L: 到 L 的 一 个 映射 , 即 对 于 VY EL?, 必 存在 叭 一 
的 一 个 KEL ,使 F[f] = к. 换 句 话说 ,对 于 1? 中 的 任意 一 个 函数 的 


傅 里 叶 变换 ,都 可 以 通过 道 变换 “回复 "到 原 象 函 数 。 
。10 。 


EL 中 定义 了 内 积 (f，g) = | SO кб 后 , 傅 里 时 变换 可 


以 写成 内 积 形式 (SUW, e) = Гуо Tdr = Гое ыа, 
现在 列 出 小 波 变 换 中 常用 到 的 一 些 傅 里 叶 变换 的 性 质 : 
Еа ж] = с FL fe; 


Fifan] = hH f(E) a 0; 


A 


FES- g] = 2 Дуо), 这里" * "表示 卷 积 ; 
Ee 全， 称 为 巴塞 伐 尔 等 式 (Parseval), B. 


(f, g) = 


(f. a) = Cf. з 

F[F[f(D]] = FUF w)? = 270). 

FOORE, 二 co) 上 几乎 处 处 连续 , 则 当 w-*co 时 ,Au) = 
o(p) сов, Мо co 时 ,六 Cu) 趋 向 于 零 的 速度 
越 快 。 


定义 1.12 设 {o) 是 一 个 数列 ,如 果 Уе" KAN Doe 


称 为 数列 {ce} 的 离散 傅 里 叶 变换 , 记 为 (F" aD = Хен, 


数列 {c4} 可 以 看 做 信号 РС KR Kf 所 以 离散 传 里 叶 变换 在 数 
值 计算 中 很 有 用 。 如 果 {c4} er СЕ" (e) (2) ELO, 2л). 


“用 1*CR") 表 示 满足 条 件 | | ”| f(x) | dx < = 的 元 函数 
ы 
z a 个 
全 体 ,这 里 x= (лу, Tzs s T,), dx = dri, благ, ,我们 可 以 把 一 
维 的 傅 里 叶 变 换 很 容易 地 推广 到 维 伟 里 叶 变换 。 
定义 1.13 #@/оює (э, fo = | fode = 


п. 


Í | Wve ж, "o°, Te ее егі, dr, da: dr, 称 为 


ГОИН ОРА, FLS] = 21, 了 (eye do аса) 
的 传 里 叶 道 变换 。 

亚 (R ?中 的 传 里 叶 变换 与 L*(R) 中 的 全 里 叶 变 换 有 类 似 的 人 性质 
РВЕ, Рл] еке рса), XH Ch, шуа к" 


中 的 内 积 
(В, œ) 一 Shas 
k=l 
WEB FU] = с f (2), 这 里 < 是 不 等 于 堆 的 常数 。 
巴塞 伐 尔 等 式 (/, g) = ql, b 
x) 


(f, 8) = (ў, g) 


ж-ж ”小波 变换 的 定义 
及 其 基本 性 质 


521 加 博 变 换 


健 里 叶 变 换 是 信号 及 其 频谱 分 析 最 常用 的 工具 。 如 果 已 知 一 个 信 
号 /0 在 全 部 时 间 — oo < t <+ co 的 信息 , 便 可 得 到 频谱 信息 广 (w)， 


反之 由 一 个 信号 的 频谱 信息 ,也 可 重建 该 信号 。 或 者 说 SOM oE 
同一 个 具有 能 量 的 信号 两 种 不 同形 式 的 表示 ,7(:) 是 信号 在 时 域 上 的 


表示 , 它 从 时 间 信 息 上 反映 该 能 量 信号 ,而 广 w) 是 信号 在 频 域 上 的 表 
示 , 它 从 频率 信息 上 反映 该 能 量 信号 ,它们 包含 相同 的 信息 量 。 傅 里 叶 
变换 使 我 们 可 以 把 时 域 空间 的 内 容 转换 到 频 域 空间 上 去 研究 ,当然 也 
可 以 把 频 域 空间 的 内 容 转换 到 时 域 空间 上 研究 ,而 在 这 样 的 转换 中 不 
丢失 信息 。 但 传 里 叶 变 换 仅 能 反映 信号 及 其 频谱 的 整体 特性 。 从 


fw = fE poea 可 知 ,要 从 一 个 信号 FO KE BIBI Co), 


须 取 无 限 的 时 间 量 (一 co， 十 oo) ,反之 要 利用 频谱 来 描述 信号 时 ,无 论 
这 个 信号 的 时 间 段 多 么 短 , 都 需要 用 整个 频 域 来 描述 。 在 某 一 时 间 段 
[4,4] 对 应 的 频谱 信息 , 健 里 叶 变换 无 法 给 出 ,而 这 种 局 部 信息 又 常 
常 是 我 们 十 分 感 兴趣 的 。 如 对 音乐 信号 ,我 们 常常 关心 的 是 什么 时 候 
发 出 什么 频率 的 音符 。 对 地 震 信 号 我 们 关心 的 是 什么 空间 位 置 出 现 什 
么 频率 的 波 ,等 等 。 即 傅 里 叶 变 换 不 具有 局 部 性 。 为 了 解决 这 种 局 部 
性 问题 ,在 20 世纪 40 年 代 , 诺 贝尔 奖 获得 者 加 博 (Gabor) 提 出 了 “ 窗 
. 13° 


口 傅 里 叶 变换 ?的 概念 ,又 称 加 博 变换 。 
加 博 变换 就 是 用 一 个 有 紧 支 集 的 函数 ,或 很 快 趋 近 于 零 的 函数 
EDER SO ,这 相当 于 开 了 一 个 "窗口 ”, 见 图 2- 1。 


49) 
з га) 


图 2-1 
然后 对 g(t)。/(1) 作 传 里 叶 变换 。 为 了 在 不 同 的 位 置 开 窗 口 , 则 对 
KOFE к 0) Grlo D = [ава сеч ал, 这 就 是 加 博 


变换 。 加 博 变换 带 有 两 个 参数 ,w 反映 了 频率 ,r 是 反映 了 窗口 的 位 置 ， 
取 不 同 的 ,就 可 以 得 到 不 同时 间 段 的 频谱 特性 。 

局 部 分 析 的 关键 是 “窗口 "窗口 的 尺度 是 局 部 性 程度 的 表征 。 我 
们 当然 希望 在 时 域 和 频 域 都 能 有 很 合适 的 窗口 以 便于 作 时 间 和 频率 的 
局 部 分 析 。Paley-Wiener 定理 告诉 我 们 ,不 存在 一 个 非 零 函数 /(1) € 
І уй CA ЖЕШ. 因此 一 个 函数 在 时 域 和 频 域 的 局 部 
性 不 能 单单 用 丁 数 及 其 传 里 叶 变 换 的 支 集 来 刻画 。 还 需要 把 支 集 的 梳 
念 推广 。 

定义 2.1 设 f(2)EL?, 如 果 ztf(2) EL, WR f(z) 是 一 个 窗口 
函数 。 


ГОРИЦЕ WA ks 2 КА 
= ra fc | ажо FI Fil. 
ar = т (106 ло a) ж FDR HEE. 


2A 称 f(2) 的 窗口 宽度 。 
如 果 产 (w) 也 是 窗口 函数 , 则 44, 4; 称 时 频 窗口 的 窗口 面积 。 
有 紧 支 集 的 函数 一 定 是 窗口 函数 ,但 窗口 函数 不 一 定 有 紧 支 集 ， 


MBN Gaus йа. = eê LH RKRN CRN D E 


ха 
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数 。 窗 口 函 数 是 衰减 比较 快 的 函数 。 对 没有 紧 支 集 的 函数 ,窗口 是 支 
集 的 一 种 近似 概念 ,对 有 紧 支 集 的 函数 , 支 集 的 长 度 和 窗口 宽度 也 并 非 
相等 。 这 样 , 不 是 非 要 有 紧 支 集 的 函数 才能 对 /(1)“ 开 窗 ”。 高 斯 函数 


是 加 博 变换 的 一 个 常用 的 窗口 函数 。g.(1) = e, BJ g,(1) 的 窗 
Кг 


HEB Д, = а, 8.(w) = e* ЖЕ БИЙИ. Co) H F 4 
з, = Z= D и, ОЗЕП ШИШЕ Gw о) = | foga 
2a - 


— De ™dt, 其 时 域 窗口 为 [r 一 Ja, z+ a], 
频 域 窗口 为 [°-; = +} 时 频 窗 


口 的 面积 为 2, 与 a 无关。 加 博 变换 的 时 频 
窗口 的 大 小 .形状 由 窗口 函数 确定 ,在 变换 
中 窗口 的 大 小 、 形 状 保持 不 变 , 只 有 位 置 的 
变化 。 见 图 2-2。 

设 g(1) ,8(w) 都 是 窗口 函数 ,1* о 分 别 是 它们 的 窗口 中 心 (这 
是 由 g(t) 和 (ww) 确定 的 ), 则 加 博 变 换 的 时 频 窗口 为 [1* 十 + 一 A,， 
t +r+A,]X [w +w Д, о" 十 w 十 As], 由 此 可 以 看 出 时 城 窗口 
BE т 的 变化 而 平行 移动 ,而 频 域 窗口 仅 中 的 变化 上 下 移动 ,时 频 窗 
口 的 面积 为 4A。* A; ,也 是 由 所 选择 的 窗口 两 数 所 确定 。 

与 储 里 叶 变 换 一 样 ,加 博 变换 也 有 反 演 公式 。 

定理 2.1 ROEL, g(1), &(w) 都 是 窗口 函数 ,Gj w r) JE 
SOHA g (1) 为 窗口 的 加 博 变 换 , 则 在 / CD 的 连续 点 上 有 


f(D) = 2” [ бу» ова e dude, 


加 博 变换 在 一 定 程 度 上 解决 了 局 部 分 析 的 问题 ,但 加 博 变换 存在 
着 两 个 较 严重 的 缺陷 。 其 一 ,加 博 变换 的 时 频 窗 口 的 大 小 .形状 不 变 ， 
只 有 位 置 变 化 ,而 实际 应 用 中 常常 希望 时 频 窗口 的 大 小 形状 要 随 频率 
的 变化 而 变化 ,因为 信号 的 频率 与 周期 成 反比 ,对 高 频 部 分 希望 能 给 出 
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HEAT ЖЕКЕ [B| ГІ, DAER $} PF 38 ; її А] K 58 BE A) , B| FF E REA НОН 
对 较 宽 的 时 间 窗 口 ,以 保证 信息 的 完整 性 。 总 之 ,希望 能 给 出 能 够 调节 
的 时 频 窗 。 但 加 博 变换 不 能 做 到 这 一 点 。 其 二 ,在 数值 计算 中 常常 要 
作 离 散 化 处 理 , 对 于 傅 里 叶 变 换 ew 离散 化 以 后 {1, cosxt，sinkt，, к = 
1, 2，…} 可 以 成 为 正 交 系 ,在 这 个 正 交 系 下 ,一 个 函数 可 以 展开 为 传 
里 叶 级 数 ,其 傅 里 叶 系数 容易 求 得 。 但 加 博 变换 gC 一 De™ 离散 化 后 
不 能 成 为 正 交 系 。 

为 了 提高 分 辩 率 ,希望 时 域 窗口 的 半径 和 频 域 窗口 的 半径 都 能 小 
一 些 , 但 是 海 森 堡 (Heisenberg) 证 明了 ,时 频 窗 口 的 面积 不 能 无 限 地 
小 ,要 想 缩小 时 域 窗 口 的 宽度 必须 以 扩大 频 域 窗口 的 宽度 为 代价 。 这 
就 是 所 谓 测 不 准 原理 。 


定理 2.2 E /(4)，/(w) 都 是 窗口 函数 , 则 A, * А; > +. 

证 明 FW = =0 

[елш игш. | с ра 
її. PU: 


(д; Ау) = (2.1) 


因为 Й, FCF] = о ш), 

所 以 Fe ÊN = 2, 
ЛОЛА ОЛЕ 
代入 (2.1) 式 后 得 


Г ltf KON | ЖОЛЫ; 
Ifl: 
= Лало) 12. ү? 
lfl: ; 


(A, 。 4j) 


由 赫 尔 德 不 等 式 [о > arr 上 B 


igor = 280) 0), RA A * А} > TT | [roroa J 


1 Ls 2 
туте (2790797 ) š 
由 于 f(D € L’, PII limfu) = 0, 


| at rey = тесу) -| Uraya, 


ауа то a) = +. 
前 面 提 到 的 高 斯 函数 &.(2) = == 


xa 
所 以 已 达到 测 不 准 原理 的 下 界 , 因 此 这 是 时 频 窗口 面积 达到 最 小 的 函 
数 。 由 此 也 可 以 知道 A; 和 A/ 是 相互 制约 的 。 


,其 窗口 面积 2A ,2A 一 2， 


$2.2 小 波 变换 


20 世纪 80 年 代 , 法 国 地 质 学 家 J. Morlet 在 研究 地 下 岩石 油层 分 
布 时 ,对 傅 里 叶 变换 和 加 博 变 换 作 了 深入 的 研究 之 后 ,提出 了 “小 波 ” 
(Wavelet) 的 概念 ,建立 了 Morlet 小 波 。 应 用 小 波 方法 在 地 质数 据 处 
理 中 ,取得 了 极 大 的 成 功 。 随 后 数学 家 Meyer, Mallat, Daubechies, 
K. Chui 等 人 的 工作 为 小 波 分 析 学 科 的 诞生 和 发 展 奠定 了 基础 。 同 时 
计算 机 的 发 展 , 也 为 小 波 分 析 的 发 展 提供 了 有 利 条 件 , 有 些 不 能 用 解析 
式 表示 的 小 波 ,借助 于 计算 机 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

小 波 变换 继承 和 发 展 了 加 博 变换 的 局 部 化 思想 ,同时 克服 了 傅 里 
叶 变 换 和 加 博 变换 的 一 些 缺陷 。 最 重要 的 是 小 波 变换 给 出 了 一 个 可 以 
调节 的 时 频 窗口 ,窗口 的 宽度 随 频率 变化 ,频率 增高 时 ,时 间 窗 口 的 宽 
度 自 动 变 窗 , 以 提高 分 辩 率 ,正如 有 的 文献 中 的 比喻 “采用 小 波 分 析 ,就 
像 使 用 一 架 带 可 变焦 距 镜 头 的 照相 机 一 样 , 可 以 转向 任 一 细节 部 分 ”。 
因此 , 它 是 一 种 很 理想 的 局 部 分 析 的 数学 工具 。 尽 管 小 波 分 析 的 历史 
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很 短 , 但 发 展 十 分 迅速 ,很 快 渗透 到 数学 和 工程 技术 的 各 个 领域 ,并 取 
得 了 令 人 瞩目 的 进展 ,特别 是 在 信息 处 理 方面 的 应 用 获得 了 巨大 的 
成 功 。 

定义 2.2 设 函数 y(1) EL ,如 果 积 分 Г Шага, сак, А] 
р NK HERM. XT REK VERA. ХИ a, 5 是 常 
Жон ао, E фы, = (A), W (DRA HERK 
CLE REITER NK o 

允许 性 条 件 是 一 个 很 容易 满足 的 条 件 , 这 为 小 波 母 函 数 的 选择 提 


供 了 很 大 的 余地 。 
在 很 多 情况 下 ,为 了 局 部 分 析 的 需要 ,还 常常 要 求 小 波 母 函数 y(t) 


及 其 伟 里 叶 变 换 作 (w) 是 窗口 函数 。 即 iy(DEL?, wf (wD EL’。 

定义 2.3 RSO EL, р) ЛЕНА. So gai) = 
Голо watar 称 为 /CD 关于 WX) 的 连续 小 波 变 换 , 记 为 W/(a, b) 
ЖО, Га, b), 

将 小 波 变换 与 传 里 叶 变换 .加 博 变换 作 一 个 比较 ， 

мана [поста (FD, ен) = ро), RETS 
ws oo 的 变化 改变 频谱 结构 ,变换 的 母 函 数 e* 是 固定 不 变 的 ,由 于 
| ee |= 1, 所 以 不 具有 局 部 性 。 

加 博 变 换 | reza 一 Dewd = (f(D, БО De“) 
= Gilo D, 含有 两 个 参数 ,参数 w 的 作用 与 傅 里 叶 变换 _ 样 ,反映 频 


谱 结构 ,r 的 作用 是 控制 窗口 的 位 置 ,变换 的 母 函 数 g(De“, g(t) 可 以 
根据 需要 选择 ,由 于 limg() = 0, 所 以 具有 局 部 性 。 

小 波 变换 W a, 包 也 包含 两 个 参数 ,参数 6 的 作用 与 加 博 变换 中 的 
参数 = 的 作用 一 样 , 是 控制 窗口 的 位 置 ,而 (( EL? ,当然 有 бтр) = 


О. 所 以 也 具有 局 部 性 ,这 两 点 与 加 博 变换 一 样 。 而 小 波 变换 中 的 另 一 
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个 参数 a, 不 仅 可 以 改变 频谱 结构 ,而 且 可 以 改变 窗口 的 形状 ,起 到 “ 变 
焦 " 的 作用 。 
W fOD = Fat)， 根 据 傅 里 时 变换 的 伸缩 性 质 ， 


Ж = т 0 (2): 所 以 当时 域 函数 (2) 在 时 间 尺 度 上 扩展 。 信 


时 ,其 频 域 函数 六 w) 在 频率 坐标 上 将 压缩 a 倍 。 反 之 ,当时 间 尺度 上 
压缩 时 ,频率 尺度 将 扩展 相同 的 倍数 。 所 以 信号 持续 的 时 间 与 信号 占 
有 的 频带 宽度 成 反比 。 

设 小 波 母 函数 ys) 的 窗口 半径 为 A,, 则 连续 小 波 水 ,52 的 窗口 半 
B Ap, Ela l Ap hD DAERA Ag o Mha a) = VTaTe* 


Daw), À... Йй 134635; BEA |a | д, ОИ 


全 .Ko) 趋 向 高 频 , 而 这 时 y.。(4) 的 窗口 半径 减 小 ,这 恰好 满足 了 实际 
应 用 中 ,在 检测 高 频 部 分 时 ,希望 时 域 窗口 的 半径 减 小 ,以 提高 分 辩 率 
的 要 求 。 反 之 , 当 |al 扩 大 时 ,时 域 窗口 变 宽 , 频 域 窗 口 变 罕 ,频谱 趋 于 
低频 。 因 此 小 波 ga (OHANO [5 一 | a | Ap bla | д] X 


w* 1 T 1 m 
[ra + TE] ы 
是 可 以 由 a 来 进行 调节 ,这 里 w Жш) 0 O 


的 窗口 中 心 О É FF ЙИП fS ET сз 
BA 21а 1а, 2 HA = 44, A, R. 

恰好 等 于 y(1) 的 时 频 窗 口 的 面积 ( 见 图 

2-3), 

Л фо PHISH а 称 为 尺度 参数 , 它 决 定 了 时 频 窗口 的 形 
状 ,参数 5 决定 了 窗口 的 位 置 , 称 之 为 定位 参数 。 

由 于 w.。(?) 的 时 频 窗口 的 面积 为 4A,* A; ,与 a, 6 无 关 , 仅 仅 与 
Y(D 的 选取 有 关 , 所 以 不 能 通过 选择 使 时 域 和 频 域 窗口 的 半径 同 
时 缩小 ,时 域 和 频 域 上 的 分 辩 率 相互 牵制 ,要 想 使 两 者 的 分 辩 率 同时 
提高 ,就 必须 选择 适当 的 小 波 母 函数 (CD ,使 A, ° А} 小 一 些 。 因 此 
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未 志 。 
小 波 变换 也 有 反 演 公式 和 巴塞 伐 尔 等 式 。 
定理 2.3 RO, g(DEL? Jl (f, g) = г» W, 
$ 


= | dlw) l? 
这 里 c, = [` Lete Г, 


(у, е) = É УОТ? 


W, W,) = F wa, b) Р Сат BS dadb, 
这 称 为 小 波 变换 的 巴塞 伐 尔 等 式 。 


EM Wia b = (f...) = EG, фа) 
= 去 v a | ”we * J (aw) dw。 


W,(a, b) = 1E J: fwe" { (aw du. 


KU Ww) = f | уа, b WG DD ааа 
ш 去 | [Í lal 8 f (шде ф (ao )do . 
三 Bw ew ф (aw, )do, | 二 dads 


И 


Ёа) а). $ Caw) ° тїт }/ wdw 
. 20. i 


аана ча 


因为 [е = бао) Ë Cor) don 
= F[$ (am) Ë (ai) ] 
= (Еф, Э). 
э, +e A Ku x` 
所 以 É: е“*Е[ф(ав,) g (w, ) ]db 
= 2xF 1 {F[ġ law) (mn) 1} 


۸ ТРИ 
= 2x ó (ao) g (o) , 


代入 后 可 以 得 到 


dado 


1 SI ыйа 1 A 
(W,, W,) = 2] К ф (аю) ф (ао) f (ao) g (о) Га] 


= [` ПИ Cam) $ Caw) Hda |f (a) сауды 


A 
= 1 77 Сао) |° л ск 
- T aw | da) |f ca) wdw 
= с, fw Fede 
=C 1 лу 
io ¥ gg? В) = Cf, в). 
如 果 在 巴塞 伐 尔 等 式 中 , 令 g(1) = яа — t), 这 里 ga) = 


L “< 
е, 显然 g.(t— to) = g,G(t — t). W 
27a В. Ba Lto 


W, la, b) = (g, gao) 
=| em -D gtdt 


= ga * pe.s 
. 21» 


而 由 狄 拉克 函数 0C HERRI lim (g, * gas) = a.s 
代入 巴塞 伐 尔 等 式 后 就 可 以 得 到 


lim( f, g) = lim Lew,, W,) = LW,, po) 
0 о С, C, 


同时 又 有 lim( f, g) = а ов. -Ddr = limf x g, = f, 
即 / = EW, ўс), 这样 就 得 到 了 小 波 变换 的 反 演 公式 。 
+ 
定理 2.4 设 /EL?, y(t) 是 一 个 小 波 母 函数 , 则 在 /(1) 的 连续 点 
上 有 


1 —. 
(t) = (Wr, pao) 
JO = EW k 


Е awa, bp. (D dad. 

由 定理 2.4 可 以 看 出 ,小 波 变换 也 是 一 种 保持 信息 不 丢失 的 变换 ， 
原 信号 的 信息 完全 保留 在 变换 的 象 函 数 中 ,因此 由 象 函 数 W (а, БУН] 
以 重建 原 信号 РО). 


在 工程 上 ,很 多 问题 只 考虑 正 频 情况 , 即 a > 0, 这 时 只 要 сой 
+o | A 2 +o | A 2 
a| ee U lm со, RH RWAR 


fo = е ([ wre, ЖЕЛ 


о A 2 
жис, = 27 LD ay, 
现在 再 来 分 析 一 下 小 波 母 函 数 的 允许 性 条 件 ， 
ш | оиа ук шг boy = o, 即 有 


¿oo = W = [жов =0. 
。22 。 


因此 .的 图 形 在 轴 的 上 半 部 分 的 面积 与 + 轴 的 下 半 部 分 的 面积 相 
等 , 即 y(1) 的 图 形 一 定 是 振荡 型 的 ,可 以 把 y(1) 看 做 是 具有 某 种 频率 
特性 的 “ 波 ”。 

又 因为 积分 | рса 收敛, 当然 有 limy(1) = о, 这 就 是 说 ,这 种 


“ 波 ” 的 持续 时 间 较 短 , 这 就 是 "小 ”的 由 来 ,因此 “小 波 ” 一 词 指 持续 时 间 
较 短 的 一 种 振荡 型 的 函数 ,工程 上 也 常常 称 为 * 子 波 ”, 这 种 “ 波 ” 不 一 定 
像 传 里 叶 变 换 中 的 正弦 波 、 余 弦 波 那样 有 规律 , 它 可 能 是 杂乱 无 章 地 趋 
向 于 + 轴 , 故 小 波 有 时 又 称 “ 凌 波 ”。 


这 里 要 注意 , 由 允许 性 条 件 可 推出 | yod = о, 但 仅 有 
[ woa = 0 还 不 能 推出 多 许 性 条 件 的 ,如 果 再 加 上 一 个 条 件 : 当 14| 


充分 大 时 ро < [T RE с 是 大 于 稚 的 常数 ,也 就 是 


说 要 求 y(t) 有 一 定 的 衰减 速度 。 两 个 条 件 合 在 一 起 可 以 成 为 允许 性 
条 件 的 充分 条 件 。 


定理 2.5 HE DEL, шж [коа o, 且 当 |z| 充 分 大 时 
| \<‹(тщт) > ce > 0, 则 以 0) 是 一 个 小 波 母 函数 。 
证 明 | Go |=] $6) fo) | 
= осе 0а 


sS 


一 一 аган T тун 


= тој +[, +Í. + qa Ia “) 
=I+L+Hh+L, 
。23 。 


1 1 w 
— < —— 40 1 时 ， -el ， 
BA qotu p Тере, A 
1<а< оов, | e*—1|<2。 
所 以 n= clo gla 
o To Fu рте“ 


1 
«о du = Ol a1. 
ou 


e je*—1] 
Бем 
к= 191], атна 


<elor] z2 — du = 0d o |), 
同 理 可 证 了 = Ol o |), I, =0 o |), 
A 
ГИСЕН LD a к, 
4 
Ë Ley a, +” ISSN 
-= [ә] 1 lwl 
«афо ао f” | fiw) г 
<f iw atf lw d+ f | Cu) law 
= Г | o as 
= |” | p(t) |*dt. 
HF KD EL, fT | ко Idr een, 
РЕ: 
вя, | Lew аиа. 


由 于 允许 性 条 件 判 别 有 时 比较 困难 , 而 条 件 | уо) |< 


ES 


(ктг) ”判别 有 时 相对 容易 些 。 所 以 本 书 以 后 的 讨论 ,非特 别 说 
明 都 假定 小 波 母 函数 (2 满足 下 列 条 件 ， 
а› [К =o, 
рњ 
(2) | фо) (рут) sc, є2 0; 


OL Со) П Ж. 

几 个 小 波 变换 的 常用 性 质 : 

设 f(D 一 >(w,f)(a, b), 

D р) ор) la, ЬЫ); 


(2) ра), аза, ав) 
А 


3f» „_1 fo 
D (w 0) а, = C D lr PRONTA 


三 种 比较 常见 的 小 波 母 函数 ， 
(1) 哈 尔 (Haar) 小 波 ， 


1 о<г< 4, 
K) = H(t) =4—1 + <г<1, 
0 其 他 。 
HH(4) 称 为 哈 尔 小 波 。 哈 尔 小 波 在 时 间 域 上 有 紧 支 集 ,但 由 于 它 的 
光滑 性 极 差 , 故 广 (w) 的 局 部 性 很 差 。 


(2) 香农 (Shannon) 小 波 : 

sina (+ 3) sin2x (+ Ê) 
(=z) 
Кожа Еа ан е, KO = O( L), {н yi) 是 任意 次 可 导 , 光 


+25. 


称 为 香农 小 波 。 


À sinrt] [1 lel<<= 
滑 性 极 佳 ,所 以 在 频 域 上 的 局 部 性 极 好 ,由 Fs] 一 | 。 其 他 T 
ж с) ЖЖЖ. 

(3) 墨西哥 草 帼 状 小 波 : 


a De, JY 凡是 一 个 小 波 母 函数 ,由 于 其 图 形 像 -一 顶 章 帽 (如 图 
2-4 所 示 ), 故 称 * 黑 西 哥 草 帽 状 小 波 ", 其 伟 里 时 变换 为 jw) = 
ae t, WO 和信 Co) 都 不 具有 紧 支 集 ,但 都 有 指数 训 碱 的 下 降 速 度 。 


0(1) Jw) 


gl) Diw) 
图 2-4 


§ 2.3 连续 小 波 变换 的 应 用 举例 


问题 在 地 面 上 测 得 的 重力 异常 值 /(z) 是 地 下 多 层 形状 不 同 的 
界面 包围 的 不 同 密度 的 物质 所 造成 的 , 设 第 i 层 物质 所 造成 的 重力 异 


KEXA, FCD = D>)f.(x)。 现 希望 由 地 面 的 测量 值 /Cx) 的 数据 


来 提取 出 f:(x)。 当 然 , 对 于 这 样 的 问题 ,如 果 没 有 其 他 的 条 件 , 数 学 
上 是 无 法 解决 的 。 
根据 地 质 学 的 一 般 情况 ,在 浅 层 界 面 的 f(x), 其 频谱 在 高 频 


区 域 ,而 深层 界面 是 在 低频 区 域 。 我 们 现在 作 一 假定 ,各 界面 的 频率 
. 26۰ 


KERER, BF — RE “I BR”, MEE supp fi(w) = (а, B), 
Supp Sata) = (ax, k), °", supp f x(w) = (ах, Вх) R. 
0 <a < 8, <a; <В < ** < ам < Bs, 


由 于 小 波 变换 在 时 频 域 的 局 部 性 ,可 以 用 来 进行 
分 频 。 现 在 仅 需 考 B EM ЮНИ. Шар 0, 这 时 小 波 


变换 的 反 演 公式 为 = ||, Сауе ба, b) ўы ОЎ Bdadb, 
с, = 网 wta 221452 

为 说 明 简单 起 见 , 不 妨 假定 N = 2, f(r) = fix) + f. Cr), 两 边 
作 连 续 小 波 变换 。 


Caf) а, b) = Соу) (a, Б) + Со) 6а, b), 


由 假设 supp / (ш) = (а, 8), supp fato) = (а, A), B supp ñ, n 


supp fe = 纪 。 若 我 们 能 找到 两 个 常数 A. В, A <B, 使 当 a € 
[А,, Bı] В, (wf1)(a, б) = 0; ща € [4，B,] 时， (uyf 1 Са, 
b) = 0, 

由 连续 小 波 的 反 演 公式 


Аб) = ¿l (o, fu) (a, b) фу убт 二 dadb 
2 三 二 
= 2] бр Саул) ба, b) PrE Sdadb 
2° аф 
= 2) f [wf das b)+ (o fy) (a, DIEE Ldadb 
р SNA, a- 
ает 
él | 1. (ea, b) Fat ааа, 
即 只 要 已 知 (wsf Ca, b), и] БЕН / (a0. 


现在 的 问题 是 这 样 的 A1, B, 能 否 找到 。 
. 27. 


选取 一 个 小 波 母 函数 %(z) ,使 其 傅 里 叶 变 换 有 紧 支 集 。 例 取 
1, 1 
= =й ў 
=| F le-11<+ p>0 
0 其 他 。 
A Cy сацы А 1 А = [2:/= 2: 
Ml supp $w) = [1 1+ +], В. supp slo) = Ë (1-2). 
1 1 
2(1+2)]. 
由 于 要 求 当 aE ГА, BDB, fla D= (fy f.e) =}, 
Фф) = 0, ИЖ, Л Co) ЖЖ (а. A) 与 各， Co) 的 支 集 


[2(:-2). 101+5)] 的 交集 必须 非 空 , 即 应 有 


由 此 得 
a< (1+2)2 
aka = (1-2), B = (1+2) 2, 


当 a € [А,, Bı] Bt, Cofi) (a, b) = (f, pa.) 5 0; 

ща € [А\, Bj] 时 ,(w,fi)(a, b) = 0, 

接 下 来 的 问题 是 如 何 选择 参数 p, aC ГА, B. Jt, (yf 2) 
(a, Б) =0. 


由 于 сала, D = a dD, ия )ھ1(‎ 
L(1+1)<a. RK, a € [A B1= [0-3 +2 (| 时 ， 


. 28 。 


P 
)%< 一 B)。 解 此 不 


2 с; š 1\1 
还 需 使 二 过 一 B， 才 能 使 (yf:)(a, 5) = 0, 即 需 满足 a> (1 Је 


Lu 


1 a ps 1 1 
Hy < (ш —8), 由 此 得 到 不 等 式 方 << 玖 (1 


В 58 
等 式 ,得 户 > sñ, 即 可 满足 所 有 要 求 。 


这 样 ,在 已 知 supp f, = (а, ñ), supp f: = (as b) А а < a: 
的 假定 下 ,就 可 以 由 F(z) 来 反 演出 f, (r). 

ШЖ fGr) = fir) + Р) ++ + рм), 只 要 取 A, = 

1)1 _ 1\1 б. an + б 
(I$). 8. = (1+2) 2, тах le |, 就 可 以 逐 层 地 


分 离 出 fi (z), fale), +, руба), 
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第 三 章 ”离散 小 波 变换 和 正 交 小 波 基 


53.1 离散 小 波 变换 


AL (0, 2x) 上 的 函数 ffz) 可 以 展开 为 一 个 傅 里 叶 级 数 f(1) = 


ae. фо = e, шш) = e“, EX ш, e) = faw š 
== 1 k= 
шю (D dt, W (o, + w) = буар ВЕЦ lont), FE Z) J: 1200, 2r) H 
标准 正 交 基 ,这 里 乙 表 示 整 数 全 体 。 这 个 标准 正 交 基 有 一 个 很 好 的 特 
性 , 它 是 由 一 个 函数 w(t) = "经 整数 倍 的 “伸缩 ”w(t) = ew 而 成 为 标 
准 正 交 基 。 

现在 考虑 L*(R) 中 能 否 存在 类 似 于 LO, 2x) 中 的 由 一 个 函数 
w() 经 伸缩 而 成 为 L*(R) 的 标准 正 交 基 , 像 这 样 的 标准 正 交 基 是 非常 
有 用 的 ,任何 一 个 函数 都 可 以 按 标准 正 交 基 展 开 。 正 像 L*(0,， 27x) 中 
的 傅 里 叶 级 数 一 样 ,展开 系数 c = (fs ax). 

LRS L (0, 2x) 有 一 个 很 大 的 差别 ,作为 L*(R) 中 的 函数 


ро | | CD а < 0 所 以 1 一 oo 时 ,y(1) 必 须 较 快 地 趋 于 


零 , 因 此 单 靠 这 样 一 个 较 快 地 趋 于 零 的 函数 y(z) 的 伸缩 y(t) 是 不 可 能 
覆盖 整个 实数 轴 R 的 ,除了 伸缩 还 必须 有 平移 уси — D 才 有 可 能 使 一 个 
衰减 于 零 的 函数 yz) 能 够 覆盖 整个 实数 轴 , 且 成 为 L?(R) 的 基 。 如 果 能 
够 找到 这 样 的 函数 Со) ,那么 对 于 L*(R) 中 的 任意 函数 fO ,就 有 可 能 
把 A(z) 展 开 为 一 个 级 数 f(D = > Dyo. p 一 DD, 且 展 开 系 数 


kez 1€ 
30° 


сы = СРО, Хм — D), 这 就 是 小 波 级 数 的 思想 。 由 于 (O RH BR 
性 ,所 以 我 们 还 能 够 通过 这 样 的 小 波 级 数 来 研究 信号 的 局 部 区 域 的 特性 。 
定义 3.1 设 多 六 是 一 个 小 波 母 函 数 , 取 定 a >l, b > 0, FE 
n.n G) = af уба +— nbo), m n € Z, WER gna C), m, n€ Z) BK 
散 小 波 。 又 设 fDEL*, c Om. n) = (f. dnn) = о Fd, 


称 /(1) 的 离散 小 波 变换 。 

离散 小 波 变 换 可 以 看 做 是 : 选择 一 个 适当 的 放大 倍数 az ,在 由 
nb, 确定 的 一 个 特定 的 位 置 上 来 研究 一 个 信号 的 局 部 过 程 。 放 大 倍数 
可 根据 需要 用 m 加 以 调节 ,局 部 信号 的 位 置 则 通过 ”来 移动 。 在 离散 
小 波 中 使 用 最 普遍 的 是 a, = 2, b, = 1。 以 后 非特 别 说 明 , 离 散 小 波 都 
是 指 gpm. (E) = 279027 — n), m, n € 2, 

傅 里 叶 级 数 Sjee" = зе (сози + i sinkt) 是 不 同 频率 的 正弦 


Ж ЖОЛ, 而 小 Ж ж. CO 也 是 不 同 频 率 的 流 ， 小 波 级 数 
Do En m n C) 是 不 同 频 率 、 不 同位 置 的 波 的 又 加 。 


2) 的 连续 小 波 变换 是 一 个 二 元 函数 {Wi(a, bD a 关 0, а, 
b€ К), 它 包含 了 /(4) 的 全 部 信息 .只 要 已 知 {W,(a, b) а%0, a, 
DER) ,就 可 以 惟一 地 重建 信号 /(1) 。 而 /(1) 的 离散 小 波 变 换 {cj Cm， 
п), m,n€Z} 是 一 个 数列 , 它 所 包含 的 信息 要 比 {W/(a, b) азёо, 
4，bER) 少 得 多 。 形 象 地 说 ,W, (а. 4) 作 为 二 元 函数 ,是 一 个 定义 在 
ab FHEAE, M cr (m,n) 仅 仅 是 一 些 点 ,信息 量 当然 少 得 多 了 , 那 
么 已 知 {cy(m, n) ,m,n€Z)} 这 些 点 ,是 否 还 能 惟一 地 重建 信号 f(0) 
呢 ? 这 是 一 个 十 分 重要 的 问题 。 

定义 3.2 如果 一 个 连续 小 波 y.,(7) 经 离散 化 以 后 得 到 的 一 族 函 
Blm (1) ,m,nE2Z) 是 一 个 标准 正 交 系 , 即 


(n. nt), фа) = 0 ` pdt = д. + à, = 
т = Ё 
n=l, Д С) ТЕЗЕ ЛУ БЕРЕЛИ. 
о 其 他 
° 31 • 


Yn. „ (E) EL?(R) ,如果 标 准 正 交 系 {y。., (1) ,m,nE2Z} 能 够 成 为 
L*(R) 的 一 个 标准 正 交 基 , 那 么 对 任意 的 f(t) EL*(R), 就 可 以 惟一 地 
展开 为 一 个 级 数 SO = У) сл. ора. D ЖШ Ж с... Ж ЮЛ 

m. nEZ 
同 与 .1(t) 作 内 积 得 。 
(f, фы) = mr h.) = сыл, СГ, b. D IEE: fO f 
m. nEZ 
离散 小 波 变换 c Ck. D. 
ID= 21 (f, фм. Vm) = У) c, (m, myn nlt)。 
m EZ m. nEZ 

由 此 可 见 , 当 离 散 小 波 {y。, .(t), m,nEZ} 构 成 L? 的 标准 正 交 基 
时 ,由 f(z) 的 离散 小 波 变换 {cj Cm, n), m, nEZ), 可 以 惟一 地 确定 
Р), А (с, (т, n), m, n€ Z) EÈ f(z) 在 这 组 基 下 的 “坐标 ”。 

定义 3.3 y(t) 是 一 个 小 波 母 孙 数 ,如 果 {y,,(1) ， т, пе) 
І? 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 称 {y。,,(1), т, n€ 2Z) 是 一 个 正 交 小 波 基 。 

例 3.1 Haar 小 波 是 一 个 正 交 小 波 母 函数 ,{H,., (1), m, n€ Z) 


HRL 的 一 个 标准 正 交 基 。 这 个 基 称 为 Haar Ж, 图 3 - 1 X Haar 
基 的 图 形 。 


На) =н, (t) Hi,olt) 
z 
1 
1 
t 
DHE 
12 
1 
一 
Н!) H, ) 
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sin (2 = 4)- sin2x (+ м т) 


也 是 一 个 正 


Shannon 小 波 4(1) 


RIKE RR, (0...0), т, nmEZ} 是 二 :的 一 个 标准 正 交 基 。 但 并 不 
是 任何 一 个 小 波 母 函 数 YC ,经 伸缩 和 平移 后 得 到 的 {y(t), m,n 
EZ} 都 能 成 为 L° 的 标准 正 交 基 的 。 那 么 HOWEA REFA ERY 
正 交 小 波 母 函数 呢 。 进 一 步 , 如 果 {y。.,(1), m, nmEZ} 不 能 成 为 了 的 
标准 正 交 基 ,那么 由 离散 小 波 变换 {cr (m, n), m, nE2Z} 能 否 重建 f(t) 
Ж? 这 些 问题 我 们 将 在 下 面 进行 讨论 。 


$ 3.2 多 分 辩 分 析 和 取样 定理 


取样 定理 是 信号 分 析 的 重要 工具 。 设 {/(1,), n= 二 0, 1, 2, …} 是 
一 个 信号 f(4) 的 一 组 取样 值 ,如 何 根 据 一 组 取样 值 来 重建 f(z) 是 工程 
技术 领域 常常 会 遇 到 的 问题 。 数 学 上 有 各 种 插值 和 拟 合 的 方法 ,可 以 
由 (f(s)} 来 得 到 /(2) 的 近似 函数 g(z), 但 这 些 近似 方法 的 误差 常常 
难以 控制 。 那 么 能 否 由 取样 值 来 完全 (不 是 近似 !) 地 重建 f(0 WM? 
Shannon 取样 定理 在 一 定 的 条 件 下 实现 了 这 种 重建 。 


定义 3.4 设 f(D EL?, 如 果 存 在 常数 6 > 0, 使 supp fw) C 
[一 6, b], ЖЖ f(z) 是 6b- 频谱 有 限 函数 。 


b -频谱 有 限 函数 全 体 (7(z) | f(D EL, B supp f w) b, 61} 
BN Bs, B, EL 的 一 个 子 空间 。 对 任意 的 DCB, |o |> bB, 


# Í c) = 0, 
频谱 有 限 函 数 是 工程 上 应 用 很 广泛 的 一 种 函数 , 当 | w |> вї, 


} ш) = 0, 就 意味 着 /2 有 -个 截止 频率 5。 同 时 由 傅 里 叶 变 换 的 性 
质 可 知 ,由 于 了 (w) 有 紧 支 集 ,所 以 F(z) 一 定 是 连续 函数 。 
定理 3.1(Shannon Ж Ж) 设 f(DE B,, 当 取样 间隔 A 至 时 ,有 . 
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f(D = У) fhs — nh), 这 里 


"€Z 


15 0, 
s(t) = x, 
h 


1 t=0, 


这 个 公式 可 以 看 做 是 一 个 以 5() 为 基 范 数 的 等 距 结 点 的 插值 公式 。 这 
个 基 函 数 s) EKA Shannon Ж. 
EM 取 g(i)EL?, 且 当 |1|> 6 时 , ga) = 0, 


把 g(t) 作 周期 了 == 2 的 周期 延 拓 得 到 gi(0) ,并 把 g (OREN 
WEHR, gra) = Da, c, = 于 | ‚кте, 


ШЕ < pr MoE Щщ | |> ZE B, ш) = 0, î 


= 2л _ ‚ 
= = h, 所 以 
„л 2; 
с, = + Ое d: 
т 
= h ү тө! 
së Г ere dt 
= 去 | “gle "edi 
= Адо), 
л 
代 人 伟 里 叶 展开 式 得 到 


gr(t) = се” 


"€Z 
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根据 仿 里 叶 变换 的 性 质 ,对 于 g(w) 必 存在 ГОО € Lt lË F(a) 
gw), В. FUF] = 2xfC— D, 


1 oT bee, 

令 хы >= | 
Ë i AUD: 
则 gw) = grlw) Xes, ilw) e 


A 
Jo) = g(w) = gr(w) Xia, ыбо) 


= (Ë > r е^ )x--,. ИО?) 


лє? 


А 
= (Ê >) / оше" )х (e) 


"Є2 
= (z Daf nh )е"!е )х: ы Cw) 
x nez 
= (h D She н )Х , ato), 
REZ 
在 等 式 两 边 作 傅 里 叶 逆 变换 ,得 
SO = fa. gf cX. odo 
REZ x. 
== h: Í кез» 
2 2) ed 
= h УЛО) 1 [em ea] 
2r @ i(4 — kh) 
hk siné(t — kh) 
Э 
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sing (t — kh) 
f(0 = УРО) 一 ”一 一 一 。 
2 Z(t — kh) 

h 

Shannon 定理 给 出 了 频谱 有 限 函 数 与 其 离散 值 之 间 的 关系 。 

定义 3.5 f(D, g(DEL', Уул) ОЮК f(D, g(t) 的 离 
散 内 积 。 记 为 (F，g)” = У) fh) gmh). 

"€Z 
下 面 的 定理 给 出 了 频谱 有 限 函 数 的 内 积 与 离散 内 积 之 间 的 关系 。 
定理 3.2 i FCD, g( € B, , Jl] H h < ЕЯ 8, 


Cf = к, 2° f f(D а = h Уу гоњ) ORS. 
wy „EZ 


Shannon 取样 定理 还 可 以 作 一 些 推广 。 
定义 3.6 BR F(D)EL ,如果 对 于 常数 6 > 0, 存在 e > 0, 使 


[се 则 称 FD 是 一 个 本 质 频谱 有 限 函数 。 
对 本 质 频谱 有 限 函 数 ,有 如 下 定理 。 
定理 3.3 ОЛЖИК DRE IR A < & f, 


sina (2 


一 全 fn) 一 和 j <1 f Cw) | dw 
so- Df а <Ha رې‎ Fl 


< 


а |ә 


取样 定理 还 有 其 他 各 种 形式 。 

20 世纪 80 年 代 , 由 Meyer 和 Mallat 提出 的 多 分 辩 分 析 , 既 与 正 
交 小 波 基 有 密切 的 关系 ,又 与 取样 定理 有 密切 的 关系 。 

定义 3.7 设 V。, mEZ 是 一 列 L? 的 闭 的 线性 子 空间 ,函数 p(t) 
CEL ,如 果 满 足 条 件 : 

D V。CV。+， 对 任意 的 mmEZ 成立; 

(2) f) EVS f(2) EVs; 
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(3) П,.= (0), UV,=1; 

(4) DEV В (фп), n€ Z) Ж V, 的 一 个 Riesz 基 。 则 称 
{V。 mE Z) fl q(t) 是 一 个 多 分 辨 分 析 。gq(t) 称 这 个 多 分 辨 分 析 的 尺 
度 函 数 或 父 函数 。 

如 果 {g(t 一 n), n€EZ} 是 V。 的 一 个 标准 正 交 基 ,那么 称 {V。， 
mE ZM y(t) 是 一 个 正 交 多 分 辨 分 析 。 由 于 Riesz 基 和 标准 正 交 基 可 
以 相互 转换 ,所 以 以 后 我 们 都 假定 {g(t 一 n), n€ 2Z}) 是 标准 正 交 基 , 正 
交 多 分 辨 分 析 也 就 称 多 分 辨 分 析 。 

例 3.2 ЖУ, = В,, В х -频谱 有 限 函 数 , Vn = Bar, , 这 样 的 V。 
显然 满足 多 分 辩 分 析 条 件 的 (1) (2), (3). 


Жр) = изм, 并 记 pa G) = p(t — n), ЖШ 


ln A 
x (pm » Pon = zp Pa? Pa) 


l 


(ўе, КО. 


кә 


ая 


所 以 {p(t 一 n), n€ Z) — 4 Pf ERR, ЕА V, 的 一 个 标 “ 
准 正 交 基 ,还 要 证 明 对 任意 的 f(1) EV。，/(1) 可 以 表示 为 {p(1 一 n)， 
n€2Z) 的 一 个 级 数 形式 , f(D = Depan). 
mEZ 
在 取样 定理 中 , 取 h 一 1, 由 于 fO) € B., 所 以 有 


fa = > fm зїплї—л) _ УУ) —һ), 
nEZ 


n(t—n) є 


FA Be, mEZ} 和 Sn 是 一 个 多 分 辩 分 析 。 


一 个 多 分 辨 分 析 的 关键 是 尺度 函数 pg(z) ,有 了 尺度 函数 就 可 以 生 
ЖІ? 的 一 列子 空间 {V。.。, mE Z}。 当 然 并 非 L: 中 的 任 一 函数 都 可 以 
作为 尺度 函数 的 ,关键 是 一 个 函数 p(z) 的 整数 平移 {gC 一 n), n€ ZE 
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成 为 一 个 标准 正 交 系 。 
定理 3.4 10.0) = g(t 一 n), le, (D, n€ Z) 是 标准 正 交 系 的 
充分 必要 条 件 是 >) | po + 2k) |? = 


= 
证 明 记 F(w) = У) 198(w 十 2kx) |°, 显然 Fw) 是 以 2x 为 周期 
#EZ 
的 周期 函数 。 


8 lw) = ег" 0w), H Parseval 等 式 
1А 
(фе, фе) = Pa Ф) 


= пее фо), e 2 (e) ) 


1 girm 
= e | 9w) |? do 


Ие ЫЗ ы gir ne 
ы у= >; | pw) |° do 


-42 У e= | f(a + 265) |? do 


gf eE шд». 
ЕЖ (g. Pm) = 6w 的 充 要 条 件 是 


2 
э] е" "Ешй = дле) = 1, 
Јо 


. 


3.3 ر م پو ,2ك = )ې‎ = |1 lela 
例 3.3 ро = EE, дш |. хи 


显然 У) | Go + 2k) |? = 1, 所 以 (ps, nEZ) 是 一 个 标准 正 
kEZ 
交 系 。 
1 0<:<1 
013.4 取 p(t) B Ма) = ; 
PORER B Ë % NCD k xa ON 
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фс) = 0 —2 нона а У 


iw w Ет? 
э 
= ° 这 里 * 是 一 个 复数 。 所 以 >: plw + 2kr) | = 
sin° ا‎ 
/w+ 2kr) |? . س‎ š 
ا ا‎ s: = | sin( + Ал 
ے سس | کشا جو‎ | (| „= 
КТ» 名 Ex 7. © Lp “= 
2 2 
Р: т = зіп 2. Ш. 1. 所 以 {y(t 一 n), n€ Z) EREE 
24k 2 in? 
(2 z) 2 
交 系 。 
例 3.5 Жо) 0-0 ВЖЖ 
fat K<1 
каланы с 1<:<2, 
0 其 他 
7° .2 w 
SIn зт = 
RJ $ (u) = (N, w)? 22% Фе, 
w w 
2 (2) 
由 复 变 函数 的 知识 ,有 
> 1 Ei SENI 
1—1. (z+ kw) (sinz) 3 (sinz)2° 
2 
+e + зїп? (5 +) 
所 以 2) lpw l = У) | 一 一 一 一 
=== ET ($ +&=) 
2 
„= 1 hw i 
= si = sin: 包 | . ao 
nes == ($+ h эп 2 sin > эше 
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=1— Z sin? 


wje 


因此 ， > | Ф + 2k) |° 不 恒 等 于 1。 


leai nmEZ} 不 是 标准 正 交 系 。 
定理 3.5 MF (p(t — nD, n E Z} FE FR XE E X &, JlJ 


(22 002". — п), n € 2) 也 是 标准 正 交 系 。 
W Bg = 20002" п), Мф.) = 2e (н). 


lA A 
(Pm, «фт. к) = 27 =." Фт.һ) 


er 


do 


9) 
= |В) ae) 


„ДГР 24, 
= т) е |ë lw) | dw. 


因为 {p(t 一 n), n€Z} 是 标准 正 交 系 ,由 定理 3.4 可 知 


27 ee | Aw) |4 = б... 


FRUA (фт. к» фт.) = Ön o 
例 3.6 йу) = ЭШ, (otn), n € Z) ЖУ, = B, 的 标准 正 


nA 
sp ans се. е ИМЕН og 
(4—7) 
且 span (EL, e Z) = V, = B,. 
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更 一 般 地 , span 


2 rez! V, = В„,. 


由 此 可 见 ,一 个 多 分 辨 分 析 的 构造 ,关键 在 于 尺度 函数 g(t) ,只 
要 (gG — n), n € Z) 能 够 成 为 标准 正 交 系 ,那么 它 的 生成 空间 的 闭 
包 span{ g(t =m, n € Z) 可 以 作为 基本 子 空间 V ,以 此 为 基础 就 可 
以 作出 V。 = span(2?7 Ф029. — n), n € Z}, B (22 02": п), n€ Z) 
就 是 V, 的 标准 正 交 基 。 这 样 一 个 尺度 函数 就 能 生成 一 个 多 分 辨 
分 析 。 

定理 3.6 ШЖ (фп), n € Z) ЖУ, 的 Riesz 基 , 令 9" (ш) = 


2(w) A. s 
5 тї, Ф" Co) {1 ot 82 Ek p” (7) 的 整数 
(X | pwt 2А) |?) S aS T 
EZ 


ВИК (р (1 一 n), n € Z) 是 V, 的 标准 正 交 基 。 
A 
ARG ш) = -一 一 一 中 一 一 称 为 正 交 化 公式 。 
Tt) ° 
kez 


| lw + 2k) |? 
A. 2 < 
证 明 2# ea! ADEE 


У) | (a+ 2k) |? 
= Є 


= — — 1. 
Þ3 | p(w + 2тт) |° 
m€z 


iË m= k+I, 
例 3.7 由 例 3.5 已 知 , 当 8(D) = N, (O В}, (фон), n€ Z) £ 
是 标准 正 交 系 , 现 可 以 把 N:O EX. 
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A 

Ф(о) ЕЕ 
(>: 10+ 28а) |) 
REZ 


ج 


Ф` (о) 


4sin? > еа 
ЕА = ë 
£ ER д 
o |1 g sin 2 
I Со ЕВНА, 
4sin? еш уз e 


e= dw,‏ © = () "م 


а? K 


那么 (p'an), n € Z) 就 是 一 个 标准 正 交 系 。 
现在 再 来 分 析 Shannon 取样 定理 。 我 们 考虑 z -频谱 有 限 函 数 
B, , 现 将 取样 间隔 取 为 h = 1, Shannon 定理 的 关键 在 于 构造 了 一 个 基 


函数 Co = ЭШ, 这 个 基 函 数 的 整数 平移 (s(t 一，n € Z) 构成 了 
B, 的 一 个 标准 正 交 基 , 这 样 对 于 任意 的 / (1) € B., 有 
гч) = Pfs п). 
"€Z 
再 把 空间 扩大 到 2"x -频谱 有 限 函 数 B:., 由 例 3. 6 可 知 


sind" х (‹—=) 
27 —  . n € Z; E B,", 的 标准 正 交 基 ,根据 Shannon 2 
(Ê) 
ma < E = gE = , RHA = эр, МЕЖЕ fO ЄВ... Ж 
r 2 2 


f(D =D F(E sa. о KE sna 0) = 2F - 
E ШЕ; 
取样 定理 等 式 的 右边 ,是 一 个 级 数 ,这 个 级 数 的 收敛 速度 ,对 于 计 


算 极 其 重要 。 这 个 级 数 收敛 速度 越 快 ,计算 量 越 小 , 精度 越 高 。 
。42 。 


gi 3E 
sın- t 
Shannon REESE EM. ЖАТ — Sh, TEER 
= 
h 


到 另外 的 基 范 数 s(t) ,产生 新 的 取样 定理 O = Уло — т) їй? 


НЕВЕ Е А, К ААЖ 
移 正 交 性 ,使 这 个 函数 的 平移 函数 族 {s(! 一 n), n € Z) 成 为 某 个 子 空 
间 的 标准 正 交 基 。 而 多 分 辨 分 析 中 的 尺度 函数 p(4) 恰 好 满足 这 个 要 
求 ,那么 能 否 把 尺度 函数 作为 取样 定理 中 的 基 函 数 呢 ? 

尺度 函数 的 平移 (çG — n), n € Z) 能 够 构成 L° 的 子 空间 V, 的 
标准 正 交 基 , 对 V, 中 的 任 一 函数 /(1) ,可 按 标准 正 交 基 展开 f(D = 
re п). ШЕТ с, = (f, р), 但 问题 是 c, 不 一 定 就 是 


Sfm) ,而 对 取样 定理 中 的 基 函 数 s(1) ,除了 要 求 具有 平移 正 交 系 以 外 ， 
BERME CO, s(t nN) = fm, 这 样 的 展开 式 fO) = 
усо, за—п))за— п) = Уза п), 才能 成 为 取样 定理 。 
所 以 一 般 情况 下 ,尺度 函数 还 不 能 成 为 取样 定理 中 的 基 画 数 。 
为 了 要 使 c, = (f(D, s(t—n)) = fO), s(t) 不 仅 要 满足 平移 正 
交 性 ,还 要 满足 离散 正 交 性 , 即 зот — n) = òms m, n Є Z, 这样 
РО) = 2уга-т® 3⁄4 t= т, fn) = os(m 一 四 一 У) = 


nEZ n€Z 


с. RM ЭШЛЕ 就 是 既 满足 平移 正 交 性 , 又 满足 离散 正 交 性 


sinr(m —n) _ 8, 
т(т—п) ке, 
那么 多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 能 否 改造 为 取样 定理 的 基 函 数 呢 ? 
设 Vo 是 L: 的 一 个 子 空间 ,考虑 V. 中 的 取样 定理 ,gp(1) 是 尺度 函 
数 ,现在 希望 在 V, 中 找 一 个 基 函 数 SO. HF s(t1) EV,, 故 有 s(t) = 
јарат), (а,) Є P, 对 数列 {a} 和 {s()，&EZ} 分 别 作 离 散 傅 里 
叶 变 换 ,得 
I, 


Ао) = Sage", $° ш) = Уу, 
"Є kez 


由 xs = Dapa п), sQ) = > уа„р(#Ё—п), 
л "Є2 
Ew = У (УЈарб п) )e“ 
REZ n€l 
>; (Ја Jok — ne 
k€Z nEZ 


= Dh (o) plk — nete 


ez 


k 
=å" (w) p° (o), 


其 中 多 (wo) 是 {p(m)，mEZ)} 的 离散 傅 里 叶 变换 。 
由 于 要 求 ORA КЕЗЕ s(m — n) = 9 ， 所 以 对 整数 k, 


1 в=0 

sh) = ү о 这 就 是 说 ,高 散 正 交 性 的 条 件 等 价 于 4 w) = 
Уен =1, BB Ë" (o) = 2° о) $° (o) = 1, 2: (a) = ——, 
1 P` (w) 
ф' (o) Z 0, 


HF pC FE E MH, $" (о 当然 也 是 已 知 的 , 这 样 就 求 得 了 
47 Со) ,进而 得 到 {a,} ,由 s(1) = У Јар ERRET s(1)。 但 有 
"z 
时 由 &" (w) 求 {a.} 很 困难 ,也 可 以 采用 另 一 种 方法 。 
Xf s(t) = Sapa- n) 两 边 作 健 里 叶 变 换 , 得 


Sw) = Dare™ @ (o) 
"€Z 


= "۾‎ (— w) $ (o) 


A 
= w) 
A. Ы 
ф' (—w) 


$(w) 和 “(一 w) 都 可 由 plz) 求 得 ,这 样 就 得 到 了 S$ Ca) ,对 4(ow) 再 
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作 傅 里 叶 逆 变换 , 即 可 求 得 GO. 
上 面 的 叙述 归结 为 一 个 定理 ,就 是 
定理 3.7 {V。，mEZ}，p(b) 是 一 个 多 分 辩 分 析 , 且 满足 ; 


(D Hilot, po = O(g) e> o: 


(2) ф` (о) = У)рбп)е" Z 0; — co < w <+ eo, 


лє? 
则 存在 s(t) EV ,满足 : 
(1) {s(t 一 n), n € Z) ЖУ, 的 标准 正 交 基 或 Riesz Ж; 
(2) s(m — п) = 8% 


O) 对 任意 的 f(D)EV。， f(t) = >)f(n)sl1 一 n), 且 等 式 有 边 的 
"€Z 


级 数 是 一 致 收敛 。 
这 里 ,如 果 尺 度 函 数 的 整数 平移 {g(t 一 n), n € Z) Ж У, 的 Riesz 
基 , 则 (s(t— n), n € Z) 也 是 Riesz 基 , 如 果 {p(t— n), n € Z) 是 标准 
正 交 基 , 则 {s(t 一 n), n € Z) 也 是 标准 正 交 基 。 
例 3.8 ЖУ, 是 每 一 整数 区 间 上 的 线性 的 平方 可 积 函 数 全 体 。 
t 0<!<1 
取 一 次 B 样 条 N;(z) 作 为 尺度 函数 фо) = f- 1<:<2, Hh 
о 其 他 
PDR sU). AA suppp(t) = [0, 2],Н p(0) = 0, ф(1) = 1, 
9(2) = 0, ПОВИ Е ¢ ° (a) = Dype = ее, å* (ш) = 
1 n€EZ 
p` (e) 
а £0, 152—1, 这 样 就 得 到 了 s = > asp(: 一 站 = a p(t +1) = 
"€Z 


gG + 1) =N: 0+1). 
在 这 个 例子 中 ,由 于 {a, ) 特别 简单 ,所 以 可 以 通过 直接 求 出 {av》 
后 ,由 s(2) = Хатат) 得 到 GO .但 在 很 多 情况 下 {a,) 很 难 求 ,这 


= ее, 4° (о) = Dae" = e“, 所 以 可 以 得 到 a., = 1, 
"€Z 


时 只 能 通过 10) = e 然后 作 传 里 叶 逆 变 换 来 求 得 00. 
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+ о<г<1 
3 зү 
2 - (1-5) 1<1<2 
013.9 MIK BRAND = 4 4 ( z) 作为 
+G 3 2<1<3 
其 他 
а 
ж ЮУ w = Bge Le +1 >° е, о = хаф, ¢ (0 = 
0. 所 以 不 满足 定理 3.7 的 条 件 ， Sw сй 的 s(1)。 
例 3.10 取 三 次 B 样 条 N. (1) 作 为 尺度 函数 p (1)， 
p (س)‎ = ете = аи $` (o) 夭 0。 这 里 要 根据 
ow) 
ба) = 
ае" = $ о) £. Pel 57 
тр сни КОР 
A " sin 多 
go) = (N; * Ni)(o) = [Ñ w] = кун | е 
n 


‚_ ш\* 
٤د‎ 2w) e) 
p` Са) ($) бее + 4 4+ е 


后 通过 传 里 叶 逆 变换 求 得 s(1) 。 


用 这 种 方法 求 *(z) 在 作 傅 里 叶 逆 变 换 时 ,一 般 比 较 困难 ,只 能 通过 
近似 的 方法 来 求 。 


对 于 任何 一 种 取样 定理 f(D = У) Ол) — nh) 来 说 ,右边 的 
"€Z 


级 数 收敛 得 越 快 越 好 。 收 敛 得 快 ,意味 着 同样 的 精度 要 求 下 , 取 的 项 数 
. 16° 


Ж 


可 以 减少 。 要 使 这 个 级 数 收敛 得 快 ,关键 就 是 要 基 函 数 s(t) 衰 碱 得 快 ， 


sin, 

即 s(0) 的 局 部 性 好 。Shannon 函数 500) = Ê 的 分 母 是 + 的 一 次 б 
ч 
[Д 


З.А. 
现在 构造 一 个 函数 sy(1) ,满足 : 
(1) st) = O(| 11*),t—>o0 时 ; 
(2) {sy(t 一 n),，n € 2) 是 标准 正 交 系 ; 
(3) sw(#) 满 足 离散 正 交 性 sy(m 一 nn) = 6%, m, n € Z, 
现 以 N = 2 为 例 ,来 构造 这 样 的 函数 s, (1)。 
定理 3. 8( 改 进 的 取样 定理 ) 设 F(z) 是 六 -频谱 有 限 函 数 , 则 当 取 


样 间隔 过 至 时 ,有 


sin ( —mh)sin8(t — h) 


f(D = >1 fen) = >) уой) G — m), 
"€Z л 


x E 2 
i) 


Жш р = 5—62 0, Mt = nh B.S 00) = 1, 
证 明 ФТ= 20 D. ШТАНГ o EEE 
Ра) ЭН P (w) 展 开 为 傅 里 叶 级 数 ,得 


frw = усе, ji ¢ = = = h 


з 
Шарла 
.= f rwe U“ do, 
T уы р Is Tai A 
H TF y = b+82>b, ПД, | o |> + Bl, f (ш) = 0, 


故 = 1f Ређе" dw 
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= 4f T рае do 
2a) -> 
SRF) 


代入 传 里 叶 展开 式 得 fro) = Jaf nhe", 


"EZ 


Awtor- weti 


28 

1 =b, b], 
Ф = | e € [ ] 

— ape b— 29 o € (b, b+, 
0 其 他 。 

A A A 

f (e) = fr(o) + Ë Co) 
= h У) fC— mh)e"2 (o), 

"Є2 
两 边 作 传 里 叶 逆 变 换 , 得 
= ә Awer „ен 
f(1) = 27 24/‹ mof” Е (о)е"" + e“ dw 
= 去 somf E (азе day 


РС nh)g(t + nh) 


=۸ < 
= 
=h У) О) kh), 
kEZ 
BUFO = AST #ше=& 
2 


= є 2 + 6+ 20e“ da + | dot 


2к1) 28 
b+28 1 
f 309—620 qo] 
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Kau ‚ее 


[е 2ی‎ — ее + ew ] 


2x ° з 
Pen Е ĝa 
= ñ [соз — cost(b + 28) ] М 


"= —sint8 • sint(b + 8) 


这 就 得 到 f(D = h У) Sfk gU — kh) 
#EZ 


sing — kh) + віп (t — kh) 


e 
= و‎ 2%? G = kh)* 
sing(t — nh sinê (z — nh) 
= Б fh), 
"ez B* T(t— пд)? 


h 
这 个 改进 取样 定理 的 收敛 速度 比 Shannon 取样 定理 高 一 阶 ,但 在 
同样 的 一 个 子 空间 B, 中 ,Shannon 定理 的 取样 间隔 要 求 4 < 至， 而 改 


进取 样 定 理 要 求 取样 间隔 h 二 Z > 需要 有 СЫРА: А: s b, 
类 似 地 ,可 构造 N = 3 Кейш 
定理 3.9 B fOEB А < + в, 


sin" [ Ga mh) sin Ee — mh) 


(8) posar 


f(D =F fh) 
а 


这 里 8= F> 


$3.3 正 交 小 波 基 


正 交 小 波 基 有 很 好 的 性 质 , 它 是 由 一 个 小 波 母 函 数 经 伸缩 和 平移 
(фа О = 2F rt — n), m, n € Z), HIR L 的 一 个 标准 正 交 基 。 

用 多 分 辩 分 析 来 构造 正 交 小 波 基 是 一 种 很 有 效 的 方法 ,该 方法 的 
所 要 思想 是 对 L° 作 正 交 分 解 , L = КЕ W, L W, k= L, Е%Ч— 
个 子 空间 W, 上 构造 标准 正 交 基 {y.，, (7)， nEZ) W Y {pr (D۰ 
пЄ 2) = (фь.„(0), Е. пе) L 的 标准 正 交 基 。 

先 来 看 上 一 节 提 到 过 的 例子 。V。 = Bens m € 2, UV, = L°, 


p0 = бп, (УрО ЕЗЕТ. (фл), n € 


Z) È Vo 的 标准 正 交 基 ,由 定理 3. 5, (pun), n€ Z) E: У, 的 标准 正 
交 基 ,那么 {ym. (1), т, n€ Z) E: SN L 的 标准 正 交 基 呢 ? 

回答 是 否定 的 。 因 为 m Z k Bh. V, Fl Ук 不 是 相互 正 交 的 子 空 
间 ,{V，} 不 是 L? 的 正 交 分 解 。 即 对 固定 的 m, Cmn Pmi) = Su, {Н 
对 不 同 的 m 和 mm ,gpm.， 和 gm 不 是 相互 正 交 的 ,所 以 {gm.,(1), m, n€ 
2Z} 不 能 构成 标准 正 交 基 。 所 以 尺度 函数 的 伸缩 和 平移 不 是 正 交 小 波 
基 , 即 使 尺度 函数 满足 小 波 的 允许 性 条 件 。 

现在 我 们 从 正 交 多 分 辩 分 析出 发 ,经 适当 的 处 理 来 得 到 正 交 小 
波 基 。 

(У, m € Z), g(t1) 是 一 个 正 交 多 分 辨 分 析 。 由 于 
9(DEVoCVi, 而 (Zot — n), n€ Z) Ж V, 的 标准 正 交 基 ,所 以 
g) = 5рет), 这 个 等 式 反映 了 两 个 尺度 g(1) 和 pN 2 8] 


的 关系 , 称 之 为 双 尺度 方程 。 数 列 {p,) 反 映 了 两 个 尺度 oG Яй (2!) 
的 联系 , 称 为 双 尺 度 序 烈 。 由 于 ViCL ,所 以 {p,}€7?。 
а р 得 


po = т» GA )， jê РС = + уры. 这 里 > 是 一 
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个 复数 ,P(z) 称 为 双 尺 度 符号 。 
再 记 Но) = Реч) = + 了 pre ,显然 H(w) 是 以 2x 为 周期 
n€Z 
的 周期 函数 , 且 有 多 (w) = н(®) ($). 
定理 3.10 8 (Флп). n € Z) 是 标准 正 交 系 , 则 | Hw) |° + 
Но +) | = 1, 


证 明 BA (фп), n € Z) 是 标准 正 交 系 ,由 定理 3.4 可知 Flw) = 
У) | go 十 2kr0 |° = 1, 当然 也 有 Feo +z) = 1, Fl2w) = 1, 


kez 


F(2) = У) | #C2e + 2k) |? 
REZ 

= У) | #[2(o + kx] |? 
+62 


= У) | Но + km) |? фо + ka) |°, 


+2 


把 奇偶 项 分 开 ,& = 21. k = 21+1, 


> | Ho 十 kr) |° | é (o + km) |? 


keZ 


= У) | H(e + 21m) |? | фо + 21Im) |° + 


Ez 


D | Hwt 21x + z) |° | ф(ш+2х-+Ел) |? 


ez 


= > | Hw) |? | (o + 212) |? + 


“z 
> | Нол) |? | (o + 21 + m) |? 
lez 
=|'Н‹ш) Flo) 十 | H(o + z) Еа + m) 
=| Ho) |? + Н+) |° = 1, 
H(w) 可 以 看 做 一 个 滤波 器 , 它 在 小 波 变 换 中 有 很 重要 的 作用 。 


多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 eO HIF E FRA ouas m, nE È 
所 以 不 能 成 为 L: 的 标准 正 交 基 , 是 因为 由 {y。., (1), n€ ZE REY L: 
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И L 的 正 交 分 解 。 现 需要 对 L 作 正 交 分 解 。 
BW, 是 V У, PREZ? И, | У„,Н W, ФУ, = 
У. 这样 对 任意 取 定 的 N A 
Vy = Му © Ука 
= Wx. © Wx O Vx 


= Му @W., © W. , Ф @ W, ФУ,. 

HT W. 1 L Ума, 所 以 W... JL W. 2, W... L Vx» ла 同 理 

W, LW,, j i, B] {Wns зт N—1) E L: 的 一 列 相互 正 交 的 子 

空间 。 Ф N>, ск 00,17 = OW, 这 样 就 实现 了 对 L: 的 

正 交 分 解 W, 称 为 小 波 空间 。 现 在 需要 构造 Wo 的 标准 正 交 基 ,进而 
.得 到 W, 的 标准 正 交 基 。 

定理 3. 11 (Vn), p(t) 是 一 个 正 交 多 分 辨 分 析 ，g(z) 

рр n) 是 双 尺 度 方程 , 记 q = О) 


Dap C24 一 mn) 是 一 个 正 交 小 波 母 函数 。 这 里 ,是 ,的 共 思 复 数 。 
„Є2 


这 个 定理 是 小 波 分 析 的 一 个 很 重要 的 定理 ,定理 讲述 的 构造 正 交 
小 波 的 方法 ,是 构造 正 交 小 波 的 极其 常用 的 方法 。 定 理 也 给 出 了 尺度 
函数 与 正 交 小 波 母 函 数 之 间 的 关系 。 

证 明 首先 证 明 (gG п), n € Z) 是 一 个 标准 正 交 系 。 


对 Wi = УС "p, рО. — n) 两 边 作 傅 里 叶 变 换 
"Є2 


lI 


Ф = + У) (9) 


"є 
2 Pine pe). 


因为 H(w) = + Spe, 


"€Z 


1 
l 
4 
* 
т e 
co 一 
М 
I 
= 
© 
нА 


. 52. 


所 以 н(@+я) = 


н(ў+ x) = + Ур Bire PF, 


kez 
代入 少 (w) 的 表达 式 
Ф) =e H(2+=)é(2), 


这 样 D I gwt 2km) |? 
EZ 


-gerr aee] 


kez 


(628) ы 
2 


-X 


2 


H(G ++ Da) ' 


(+r) 


把 上 分 为 奇数 上 = 21-1 和 偶数 上 = 21, BERR НО) = Н+ 
2x), 则 


A 
> | Go + 2k) |? 


2 


十 


w 
H 2 +Ф{+1я) 


(2+2) 


$($ + +) |" 


+ 


H 


- 5 
2 
> Ө! i +2) 
2 


( 
чтүү 
(2 
н( 


| 
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由 定理 3.4, {y(t 一 n), n € Z) 是 标准 正 交 系 。 
记 V, = SpanlpU Dr n € Z); 
W, =зрап (п), n€ Z); 
V, = span{g(2t — n), п € ZÎ. 
现 证 明 : Vo L Wo, B V, ФУ, = Vi。 
HF (gG n), n € Z) Ж V, 的 标准 正 交 基 , {y(t 一 n), n € Z) 


是 Wo 的 标准 正 交 基 。 要 证 明 V. 上 Wo, 只 需 证 明 (p(t — А), gG — 
m)) = 0, 对 任意 的 &, mmEZ 成 立 。 


фа Ю.т) = | раю ga туа, 
= | gu m— аи 

M 
= | plu +D фСи)аи 


16", ; med 
= Ef e фо фса 


= e#(2)6(2)[-e н( я) (8) ја 


20H 


#(@)['н(@)ң($ я) етта 
= > ПЕ) ['н[1%+ 2) | 
нло [ett а, 
Ел ЖОЛУ, n = 2m, п = 2т +1, 
上 式 = چ‎ > 


° мєт 


$( +2ma) [`н(2)н(@ + «)е=е»та, 
+ zle + (4m + 2n) š 
н(е онан 


-zL 5 
+ 5 


° mez 


(9 + amr) 


\н(@)н(@ +») 
2 


#(2 +к+тл)| H($ +) 
H(G)e "ta 
=ы|,(@)н(@)н($@ +к)е”*+ "(её +») 
(area 
这 就 证 明了 W。| V。。 
再 证 明 W, ФУ, = Vi: 


һб) = +[#(#)- H($ +) e, 


Ф 


ne 3a)+ ss)] 
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所 以 


ho(w 十 2r) 


同 理 可 证 ,各 (wo 十 2x) = Ао). 
由 于 НО) = P(e™) = + >ре“, 
kez 


һө) = Гре + Уен) ] 
kEZ kEZ 
=1 Doe нен) 
HEZ 
同 理 可 得 , ho(w) = + Урале“. 
kez 


hi (o) @(o) + ho (o) Ó (o) 


两 边 作 优 里 叶 赣 变 换 ,因为 F |+ ç (2)]= е, 


Е [Е Go) lw) + ha (o) сзи 


ЕЭ Pae фо) ++ 7 2) Pane™ dw] 


keZ 


> 


У) Pap + b) + + урша — k) 


tez 


= (24). 
由 此 可 知 ,p(2t) 可 以 由 (gG — n), n € Z) Ж (gG — n), n € Z) Ж 
表示 。 
同 理 可 证 ， holo) Q (o) — e“hi (w) фо) 
= [Урале фо) D pu ¢ Ca] 
kez +62 
= lt д 
= 3% e(z) 
两 边 作 傅 里 时 逆 变 换 , 得 
gl21+1) = HS pa gG + D) = papt- (#—1))], 
kez +62 


由 此 可 知 , g(2z 十 1) 也 可 以 由 (gG п), n € Z) 和 {y(t 一 n)， 
n € Z) 表示 。 所 以 pg(21 一 n), n€ Z 都 可 以 由 (çG — n), n € 2) #1 
{фи — п), n € Z) 表示 ,因此 W 中 的 任何 函数 都 可 由 (g(t 一 n),n € 

Z) 和 (y(t 一 n), n € Z) 表示 ,所 以 ViCWo@Vo。 i VCV, H 
po = Zoen Pi-np (2t—n) € Vi, Bl WCV, ,Bp W@V.CV,. 

由 此 证 明了 V, = W, 四。 

ЖШ, арр ШЕВА (у, „(D0 , n€ Z) E: W, = span(g,. , (D, n € Z) BJ 
标准 正 交 基 。 且 W, | Vn, W. @V, = У... (0..0, m, n€ Z) 12 
的 标准 正 交 基 。 
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尺度 函数 与 正 交 小 波 母 函数 的 区 别 在 于 ,尺度 函数 o) FI FE L° 
分 解 为 一 列子 空间 {V。}，V。 = span(g,., (2), n € 2), 正 交 小 波 母 函 
数 y(t) 则 将 L: 分 解 为 一 列 相 互 正 交 的 子 空间 {W。}, W, = 
span. (t), n € Z), 定理 3.11 则 给 出 了 两 者 之 间 的 关系 。 定 理 也 
指出 了 由 多 分 辨 分 析出 发 ,构造 正 交 小 波 母 函数 的 方法 。 其 步骤 为 

第 一 步 ,构造 尺度 函数 oC), Ë (gG — n), n € 2) 是 一 个 标准 正 
交 系 。( 如 果 (p(t — n), n € Z) ЖУ, 的 Riesz 基 , 则 可 以 通过 正 交 化 
方法 ,使 其 成 为 Vo 的 标准 正 交 基 。) 

第 二 步 ,由 双 尺度 方程 g(t) = Хур m, 求 出 双 尺 度 序列 


{Pr} 。 

第 三 步 ,由 双 尺 度 序列 构造 (p...) = {q,} 就 可 以 得 到 正 交 小 波 母 
ОЙ 

用 这 种 方法 构造 的 小 波 ,其 性 质 在 很 大 程度 上 取决 于 尺度 函数 的 
性 质 。 这 种 构造 方法 的 困难 之 处 在 于 求 双 尺 度 序列 {p,}。 事 实 上 ， 
{z} 在 一 般 情况 下 是 很 难 求 的 ,关键 是 希望 能 通过 选择 pa), ELp) 
只 有 有 限 项 非 零 ,或 者 可 以 通过 p(t) 写 出 {p,) 的 通 项 表示 式 , 再 有 就 
是 使 得 当 n->co 时 ,p,->0 的 速度 很 快 ,那么 用 有 限 项 近似 代 若 {p,) 。 

构造 正 交 小 波 母 函数 的 另 一 种 方法 是 通过 双 尺 度 方程 的 伟 里 叶 变换 。 

对 p(t) = Puasa ЮЛ {ЕЕ EEK ,得 


HES 
ت‎ 


(8) 
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然后 等 式 两 边 作 傅 里 叶 逆 变 换 , 可 求 得 YO. 

这 种 方法 的 困难 之 处 ,在 于 作 傅 里 叶 逆 变 换 , 一 般 情况 这 个 传 里 叶 
逆 变 换 很 难 用 解析 式 来 表示 ,通常 只 能 作 数 值 积分 来 得 到 y(t) 的 近似 。 

例 3.11 ЖФ) = ND, 在 上 一 节 已 经 证 明 过 {Ni(t 一 n)， 
n € Z) 是 一 个 标准 正 交 系 。 


A sin — 
= =} 
lw) = e tf, 
2 
į 1— e 
: (2w) а 1—60 _1+е+ 
H(w) = L = = = 
人 go 这 2 
iw 
又 因为 H(e) = > Dpe™ 
rEZ 
Б AEDE ЕУ 
= y ty 


所 以 , po =1, ру = 1, р, = 0, Е £0, 1, 这 样 就 求 出 了 {p,)。 
双 尺 度 方程 为 g(t) = У) pp (2: 一) 


"€Z 
= р) +е(Ш—1). 

KD = pD — рб. —1) = №, (20) — №0201). 
这 个 yO EE Haar 小 波 H(t). 
Мз жай ро = ЭШ, 前 面 也 已 经 证 明 过 
1 lwl<x, 
0 lwl>x, 
У, = spanlp(t— n), n € Z) = B,, V, = В, 


双 尺 度 方程 p(2) = Уур п). 
"€Z 


(gG — n), n € 2) 是 标准 正 交 系 , $(w) = 


由 B:。 上 的 取样 定理 ,对 任意 的 £(D € B REARS A = Z = 1 
x 


sin (> nh) 1 
H, g(1) = Dg (nh) — BR h = + КА 
wek RG m) 


п \sin x(2t— n) 
ко = e?) TET) 


"EZ 


= (3). 


nEZ 


gG) € V, CV,, Ф gO = gD, 并 将 双 尺 度 方程 р) = 
> ppt- n) 与 取样 定理 p(t) = 2(2 )eGQr— п) 比较 ,可 得 


"€Z 


1 п = 0, 
sin 7 0 2k #0 
EN 2 n= , 
i SE mo cn 
2 Ор, "2+1. 
所 以 ， YD = У) D" рур: n), 
rEZ 
Ф п=— k, 得 
(E) = >у(—1)* Pimp t +k). 
= 
M k =— 1 Bt, pu, = Po = 1, pC2t+k) = ф(2:—1); k= 21—1 


Hf, Buus = Би = O; k = 21, = p = ©1212 
° ма Орк" 


ННВ фо = УС D Pimp t +k) 


kez 


= D pung t+ 20) 一 加 p(2t 一 1) 


IEZ 


1 
-25 (一 1D) sin(2t + 2Dx sin 2x 5 z) 
Ф UIF Da 00+ 20 2% -1) 
2 


۰ 60>» 


m. 


1 
(7) 
这 正 是 我 们 在 第 二 章 第 二 节 中 介绍 的 Shannon 小 波 。 
Shannon 小 波 的 光滑 性 很 好 ,但 局 部 性 很 差 , 而且 ус) ЖЕ O 


函数 。 
例 3.13 上 节 定 理 3. 8 给 出 一 个 改进 的 取样 定理 ,其 基 范 数 为 
sinFrtsinge 
s(t) 一 二 АК ЛЖ Ж pg(1) = 50), Mb = x В, 
вз 


У, = В.з, V, = Bg, ХАЖ p(t) = Dprp 2t—n) 与 上 例 

一 样 ,由 取样 定理 g(z) = Уе(5)е:- п), p, = e(z) 由 此 得 到 
"€Z 

一 个 正 交 小 波 母 函 数 


фа) = УС D" Pimp t— п) 
"Є2 


= > (5) сен 
= Done F to. 


这 个 小 波 保留 了 Shannon 小 波 的 光滑 性 的 优点 ,而 局 部 性 则 比 
Shannon 小 波 有 所 改善 ,但 它 是 一 个 级 数 表 达 式 ,计算 时 只 能 采用 近似 
的 方法 。 

Haar 小 波 在 时 域 上 有 很 好 的 局 部 性 ,但 它 不 连续 , 故 其 在 频 域 上 
的 局 部 性 很 差 。Haar 小 波 实际 上 就 是 取 零 次 B 样 条 N, (DHE WR BE 
ER KK FH ê HY E SNK HE RN, HF Ni(t) 的 光滑 性 很 差 ,导致 Haar 
小 波 的 光滑 性 很 差 , 现 在 通过 卷 积 可 以 改善 B 样 条 的 光滑 性 。 

913.14 №00) = (ММ), N; (O) 是 一 个 连续 函数 , 取 
ш = №, 0). 

. l> 


由 上 一 节 例 3. 5, 已 知 {gz (i 一 n), n € Z) 不 是 标准 正 交 系 ,又 由 
例 3.7 可 知 ,可 以 将 其 正 交 化 ,得 


A 

A 2 (w) 

(w) P - 
+ (© | Bsa + 2km) |°)” 

#E€EZ 
M 4sin? => а 
а, [1— ат 2 
{E1 Et i 3E R1 


4sin? 2 
gt) = 让 | 二 edu。 
w ji- sin 9 о 
以 (2) 作 为 尺度 函数 来 构造 正 交 小 波 母 函 数 。 但 这 时 要 通过 双 尺 度 
序列 {p,} 来 求 p(t) 是 极其 困难 的 。 

现在 我 们 通过 H Ca) XR tH Û Ca) ,然后 再 通过 傅 里 叶 逆 变换 求 


出 ga). 
A 
gCo) 1+ созо\ /2 十 cosw -w 
Hw) Ф\®) ( 2 ) 1 十 coszws ; 


$w) et н(@+х) Ф(®) 


2 ш 
боо 1+ sin 4 2А 
а? зп 4 2 тл = e ° 
(1— $sin 分) (3 一 8sin? 2 十 8sin' 2) 


О E BEEBE BY yC , HRRK TR i 18 
里 叶 逆 变换 的 解析 式 是 很 困难 的 ,通常 只 能 通过 数值 积分 求 出 уо 
离散 值 。 


当然 也 可 以 进一步 取 光 滑 性 更 好 的 高 次 B 样 条 ,作为 尺度 函数 
。62 。 


фа) ,但 这 时 的 表达 式 更 为 复杂 。 


3 
sin 5 | 
例 3.15 Wp = N, (2 JI, (a) 一 | 一 | (e), 
z 
由 于 
‹ 
sin ($ + r) 
D l pwt 26) |? = > | 一 一 一 一 
z ° kez 2 tkr 
= sinf > РЕ 1 
kEZ 
($ +=) 
=1l1 13 1 н 
= 50 + 598090 + gg oso {Н 1), 
A pa (ш) 
所 以 需 作 正 交 化 ”8(w) = e rA 


( 19(o 十 2kx) |?) 
kEZ 


фо) 一 一 e H($ +a) ¢ ($) 
А, @ (o + 2x) 
=== аа) (2): 


这 时 ,其 表达 式 将 十 分 复杂 ,一 般 只 能 通过 近似 方法 解决 。 


$3.4 尺度 函数 的 构造 


从 上 一 节 构造 正 交 小 波 的 多 分 辩 分 析 的 方法 中 可 以 看 到 ,如 果 已 

知 一 个 尺度 函数 ,就 可 以 由 双 尺度 方程 g(t) = У) рарга), ANE 
"Є2 

交 小 波 YD = УС р, .p(24 一 由， 或 者 从 滤波 器 НО) = ёш 

"z Фф Ф. 
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来 得 到 正 交 小 波 的 仿 里 叶 变 换 (w) =— e? H($ +r) ($), тШ 
尺度 函数 起 了 相当 重要 的 作用 。 而 且 尺度 函数 的 性 质 很 大 程度 上 确定 
了 正 交 小 波 的 性 质 ,以 及 取样 定理 的 收敛 速度 。 
必须 指出 ,如 果 有 一 个 函数 FCD EL 和 一 个 序列 {p,) € P 满足 等 
RSO = D pf (2 一) ,这 不 一 定 就 是 一 个 双 尺度 方程 ,f(s) 不 一 定 
"Є2 


是 尺度 函数 。 

现在 讨论 尺度 函数 的 构造 。 

我 们 当然 希望 尺度 函数 要 有 较 好 的 光滑 性 ,有 较 快 的 衰减 速度 ,还 
希望 有 某 种 对 称 性 ,最 重要 也 是 最 困难 的 是 它 的 整数 平移 要 成 为 V。 
的 标准 正 交 基 ,至 少 要 成 为 V。 的 Riesz 基 ,那么 这 样 的 函数 应 该 具有 
什么 特征 呢 ? 

在 前 面 我 们 已 经 看 到 ,尺度 函数 的 一 些 特性 可 以 通过 其 传 里 叶 变 
换 来 描述 。 受 此 启发 ,构造 尺度 函数 我 们 也 可 以 从 其 伟 里 叶 变 换 着 手 。 
那么 多 (w) 应 该 满足 什么 条 件 ,可 以 使 其 傅 里 叶 逆 变换 p(1) 成 为 尺度 函 
数 呢 ? 

L: 中 的 函数 pC) ,如 果 其 傅 里 叶 变换 满足 以 下 三 个 条 件 , 则 ра) 
可 以 成 为 尺度 函数 ， 

ЖИЕ pD ERAR, H $(0) = 1; 

条 件 二 ,存在 常数 A, B, 使 

О<А< У) | lwt 220) |? < B < оо; 
kez 


A 
RREA DAN 2x 为 周期 的 周期 函数 。 


这 里 条 件 一 是 保证 能 使 p( 妨 能 生成 一 个 多 分 辩 分 析 , 条 件 二 是 

使 pC) 的 整数 平移 能 够 成 为 Riesz 基 ; 而 条 件 三 是 保证 рой ENR 

度 方程 。 但 要 说 明 的 是 这 些 条 件 是 充分 条 件 , 而 非 充 要 条 件 。 如 果 

把 条 件 二 改 为 2 | ФС 200) | =1, 那么 其 整数 平移 就 能 成 为 标 
лєт 

准 正 交 基 。 这 三 个 条 件 ,特别 是 条 件 二 常常 判断 很 困难 ,下 面 的 定理 
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给 出 了 一 种 在 多 (wo) 有 紧 支 集 的 情况 下 ,比较 容易 判别 的 充分 必要 
条 件 。 

定理 3.12， 设 实 函数 少 (w) 连 续 , 且 supp ë = Га, b], Moo ME 
下 列 条 件 : | 

(1) $(2w) = Нш) lw), Hlo) Ф 2x 为 周期 的 周期 函数 ; 


(2) > | фо + 28) |? = 1 的 充分 必要 条 件 是 : 
kez 


2х, b — 5 < 2л; 


从 


(Dar <6-а< $, -as 


“|е 


(1) а<0, Б> 0; 

(Ш) Ф c= 2-а — 2r, M] оЄ[а+с, 6 一 cd] 时 , | pw) |= 1; 

(№) o€[a, a+c]B#f, | фб) | 十 | фо + 2) | = 1, 

这 个 定理 是 由 安徽 大 学 数学 系 的 彭 思 龙 在 毕业 论文 中 提出 的 。 这 
个 定理 指出 了 频谱 有 限 的 尺度 函数 应 满足 的 充分 必要 条 件 ,这 四 个 条 
件 都 与 $(w) 的 支 集 有 关 。 

EM 先 证 明 必 要 性 。 分 几 步 证 明 。 

先 证 明 结论 (A): a < 0, b > 0, 


RIE: # a > 0, е0, fi $ +e <a, 5+. 0, 
因为 supp$ = [a, b], FÎ a < a + 2e < b, 所 以 (a + 2e) % 0, 
又 因为 9 +е<а, я (2+) = 0. 


而 根据 已 知 条 件 (1): f(a 20) = #[2(5 +e)] 
= e(#+s)H(+ +е)= 0, 


这 就 与 人 (a 十 2e) 2 0 了 矛盾。 所 以 结论 (A) a< 0, вро 
成 立 。 
再 证 明 结论 (B): b 一 a > 2r。 
RUE: 车 5 一 a 二 2x， 则 存在 ољ ,使 多 (wo 十 2kr) =0, 见 图 3-2。 
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图 3-2 
这 就 与 条 件 (2) 矛 盾 。 若 6 一 a = 2x, WH w€ (а, БВ}, wtr € 


[1 mE (a,b) 
supp， 这 时 ,22 190-24) |° =le w) |° = -% 其 他 ， 


然 与 $ (w) 连 续 矛 盾 。 所 以 结论 (B): 5 一 a > 2r 成 立 。 


再 证 结论 (C): в-а $x 6 一 全 入 2r, -a<2r. 


EM чє [а £] U [名 ,6] 时 , w < aR 2w > b, 
因此 有 $(2w) = 0, pw) > 0, 由 条 件 (1) 可 知 必 有 НО) = 0, 因此 
supp HC [$ 2), 而 因为 H(w) 是 以 2x ж ЖЛ R 


数 ,所 以 H(w) = Hlw 十 2x) = 0, MH o € [e+2r， ++2=]U 
[5 十 2r, 6+2) в, Hw) = 0, {E supp HC (+, z). 所 以 应 有 a 
+202 f, а < 2x, 同 理 6 一 号 < 2x, 把 这 两 式 相 加 可 得 6 


фак, Mb—a< Š=. 


再 证 明 结论 (D): a 二 0, b > 0. 
由 于 前 面 已 证 明了 结论 (A): a < 0, b Z 0, 所 以 现在 仅 需 证 明 
а%+ 0, 250 ЖЫТ. 


反 证 : # a 0, 则 由 结论 (C) 的 证 明 可 知 supp HC (0, $). Я 
Ж. w€ (2, 65] 时, HCD = 0. 又 由 结论 (B) 和 (C) 可 知 ,2x < b— 


a < Зк, 所 以 存在 ww € (0, $), Hd ¥ 0, Ti os + 2x € 
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Е Б) Ж Но» +20) = 0, 这 就 与 HCw) 是 2x 为 周期 的 周期 函数 的 


条 件 矛 盾 。 所 以 а Z 0, 类 似 可 证 b 5 0, 

最 后 证 明 结论 (E): w€ [ae 十 c, 6 一 c] 时 ,| $(w) | =1, B o€[a, 
a+cJ]#f, | é (o) 上 十 1g(o 十 2x) |° = 1, 

证 明 对 任意 的 wE [a+c, 6 一 c] 时 , w+ 2kr € [a, b], k =+1, 
+2, ++ ВЮ, фо + kn) = 0, 根据 条 件 (2)，> | g(w 十 2kr) |? = 

kez 
фо) |! + >) 1ф(+ 2k) |? =1, AÑ o € [a +c, 6 一 cj 时 ， 
zz] 

|9 |: = 1, 

同 理 : 对 任意 的 wE [a, a 十 c] 时 , w 十 2kx € [a, b], EZ 0, 1, 所 
以 У) 190+ 2л) |? =|ф(ш) | 十 | 多 wo 十 2x) |° = 1, 

k€z 

综合 上 面 的 结论 可 知 : HB), (OTAI), HI CA), (DIE 
жо), (ОЕ) ЯШ), CN). 

必要 性 证 毕 。 

再 证 充分 性 。 


HCIO 可 知 , supp ¢ WKE 6 — a < $=, FD f st 
> | gw 十 2kx) |° 最 多 只 有 两 项 非 零 项 。 由 (TY ) 可 知 (2) 成 立 。 


HEZ 


现 需 证 明 ,存在 一 个 函数 Но) ,满足 条 件 (1) 。 


b 

2 
2oE[a, Б, Pu) = Ноо) = 0, E w€ [а, & ]U [2+ bjm, 
Pw) = Hw) Pa) 当然 成 立 。 
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同 理 , 由 6 一 全 入 2r， Wa +c < 5. 


нос t, асса, (2, т )С[а+с, в]. 


因此 , 当 wE ($, >) DIR | $(w) l= 1。 合 起 来 ,有 


оЄ [а, bli}, $(2w) = H(w) фо). 
用 这 个 定理 ,可 以 构造 频谱 有 限 的 尺度 函数 ,其 步骤 是 : 


第 一 步 , 选 定 a, br HERI a <0, 0 > 0， H2r<b-a< $x 


-a< 2л, b— $ < 2x, 通常 取 对 称 区 间 。 


第 二 步 , 令 c = b— a — 2x, 构造 钟 形 函 数 
hu) WE hu) > 0, h(—u) = hlu), supp h C 
с 


[$ $] а Гоо = Z. RE 3-3. 


потат зй. -二 可 二 
多 (ow) 的 光滑 程度 取决 于 h(u) 的 光滑 程度 。 所 
以 这 一 步 很 重要 。 图 3-3 


第 三 步 , 令 FD = | лоо, ай уо + fee = &, 且 当 


I< + Bb, 70 = 0, t> + W, fo = Z. 
% s) = sin(f(t)), c(t) = cos(f(0)), 容易 证 明 s(t) = c(t) 


Í >25 0 >; 


最 后 令 (w) = [o — a т )с(® ++) 这 样 的 Cw) 满 足 定 


理 的 条 件 ( 工 ) 一 (W )。 对 多 (w) 作 传 里 叶 逆 变换 后 ,可 以 得 到 尺度 函数 
p(t). 
. 68° 


š „| Ф%®+ 
当然 ,也 可 以 直接 由 少 (w) 来 求 出 f(a) =— e * |) 


8(2) 


H FP Co) fi Ë р Ca th fi FE ЖЖ. IH HHS B 3k HÛ IE ЖЕ NY E 
函数 уо) EUR RES H %(1) 趋 于 零 的 速度 ,可 以 由 钟 形 函 数 的 
光滑 程度 来 控制 。 因 此 ,整个 构造 过 程 中 钟 形 函数 是 关键 。 


例 3.16 Жа T arb Ce b—a—2x = & 


6 6 3 
(¬ £) + 2а) 0<u< $, 
取 лиш = ө ccu, 
2 
hu) u <o, 


这 里 a 是 常数 ,选择 a 使 | h(u)du = E. 然后 可 按 第 三 步 求 出 Co)。 


例 3.17  —а=5 I c=b a—2x= 


x 
z, 
3cosl2x 十 3 u€ 5: 5h) 


取 hlu) -| 
0 其 他 。 


f(D = [као = f 


(3соѕ12и + 3)du 
È 


sla z 
= g sinl2t + 3¢ + 4° 


$lw) = sin( flw + x))cos( f(o — т)) 
对 p(w) 作 伟 里 叶 逆 变换 。 由 于 $(w) 的 二 阶 导数 连续 三 阶 导数 存 
在 , 故 作 三 次 分 部 积分 后 ,得 
© = =[ $C)e do 
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钟 形 函数 的 选取 一 般 是 从 一 个 :~co 时 ,由 紧 支 集 的 奇 函 数 如 (0) 

出 发, 作 积分 得 到 。 设 supp ho (D = Са, b], ШФ Кои) = Глоса, 
A(z) 的 光滑 性 比 h。(z) 的 光滑 性 高 一 阶 。 ` 

—36з1 t€ [- É ] 

0 其 他 。 


Sls 


如 例 3.17， 取 h(t) = | 


h) = Гоњо, 
ho(t) 和 h(wu) 的 图 形 分 别 如 图 3 -4 和 图 3-5 所 示 。 


hlu) 


x 0 т * 
12 12 
3-4 3-5 
又 如 , 取 定 a =— x, b = += jn(0) 取 分 段 线性 函数 
4 E PRL 
tt a :e[ 3 rh 
2, 2 
һо =4 ' re ($= з=), 
4, 2. 4 
t 3" ге [rr $=]. 
0 其 他 


4 
hw) = | һо = 19 
4 


用 这 种 方法 构造 频谱 有 限 的 尺度 函数 困难 之 处 在 于 求 傅 里 叶 逆 变 换 。 
我 们 也 可 以 从 频谱 有 限 函数 的 取样 定理 出 来 构造 尺度 函数 。 下 面 
通过 一 个 例子 来 说 明 其 构造 方法 。 


例 3.18 Bb = 0.97, f(D € Boos BSC) =0, 当 |w|> 
0.9x 时 ,取样 间隔 < 过 = 1, 现 取 一 1, 8 一 下 一 5 一 0.1x。 


б.8 
шее v€ k= -0-5 )， 

Ф600 = d otete + (+ 20) we [5-8 5-2), 
1+ gro + b+ 0° + [b+ 8) „є[-*-#.-5], 


G(w) о € [一 5 一 28, — b], 
еә) wE (=b, b), 
Gw) о Є [b,b+28). 
. 7l» 


如 图 3-8 所 示 。 


А 
一 6 一 28 一 5 一 —b | b b+ Ь+28 


图 3-8 


G(w) 的 选取 方式 是 为 了 使 $Cw) 保 持 一 定 的 光滑 性 ,以 及 | фо) 上 十 
| go 十 2r) |? = 1, 对 多 (w) 作 传 里 叶 逆 变换 得 尺度 函数 


g(t) = s pwe dw 


Zi. зіп, + sinnt 


_ 32 000 ° wo 20 
т! 1 
这 个 尺度 函数 同时 也 是 取样 定理 的 一 个 基 函 数 。 
用 定理 3.12 可 对 此 例 作 一 验证 。 
b =0.9x, В= 0.1х› ѕиррф (о) = [一 5 一 28, 6+28] = [一 1. 1x, 


1.1r], a =—1.1z<0,b= 1.1« >0, 2r <b—a = 2. 2r < Bx, 


а UE = 1, 65л, c = b—a— 2r = 0.2x, [a +c, b— c] = 
[一 0.9r，0. 9х]. 

H w€ [a+c, 6 一 c] 时 ,显然 人 wo) = 1, 

wE[a, a 十 c] 时 , [PDF + [Po + 25) 2 = 1, 满足 定理 的 (ID) 一 
MR. 

如 果 用 光滑 性 ,局 部 性 更 好 的 速 降 函 数 

few = | |%|<8 

[о 128 
的 常数 , 则 可 以 得 到 性 质 更 好 的 尺度 函数 g) 一 人 sn， REJO) 
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ЖКЖ СО) RE c, 是 使 foodu=1 


Ж} Co) @ E nb ИЛЕ , TB k А p(?) 的 解析 式 难以 得 到 。 
$3.5 小 波 分 解 


设 p(D) 是 一 个 尺度 函数 ,由 p(t) 可 以 生成 L? 的 一 列子 空间 {V。}， 


V. = span(2? ф(2”т —n), n € 7}, y(t) 是 一 个 正 交 小 波 母 函数 ,由 
yl) 可 以 生成 L* 的 一 列 相 互 正 交 的 子 空间 (W, ), W, = 


span(2 yp(2"t — п), n € 2). 我 们 可 以 选择 适当 大 的 N, fk fn C € 
V.o B fDEL? 时, fa G) x f(D, BHF Vx = W, © Ух; @ + © 
W, V., Br DL fN) = gua G) + gua G) + = + g,GD + f,G) , 38 
ПАС | 充分 小 时 ，F(o яе fs GO ze gsi (0) + gna Ч) + + g,(D, 
其 中 g, G) € 多 i， 称 为 小 波 空间 W, 中 的 小 波 分 量 , 由 于 W, LW, 
i b 所 以 上 述 过 程 可 以 看 做 是 把 一 个 “向 量 ”fv(1) “投影 ”到 一 个 “ 直 
角 坐 标 系 ”的 各 个 “坐标 轴 ”W; 上 ,这 称 为 是 一 种 小 波 分 解 。 这 样 的 分 
解 式 在 工程 上 常常 是 很 有 用 的 , 它 可 以 研究 f(1) 在 各 个 “分 量 ” 上 的 特 
性 。 当 然 , 若 已 知 各 分 量 g;0 ,也 可 以 重建 fv(z) ,下 面 看 一 看 这 种 分 
解 和 重建 的 关系 。 

Ж ç(t) € Va CV, , f(t) € Wo CV; , V, = span/2Z(2— п), n € 2), 
所 以 POR PORTAE (g(2r— п), n € Z) 来 表示 , 即 存在 两 个 数列 
(b), (qr) EL ,使 g(2) 2р b), фо = Dypt — k). 

€. kez 


另 一 方面 ,pC22), pg(21 一 1) €V, , B V, = V, O Wo, PR pDA 
Ф022 — 1) 都 可 以 分 解 : 
9(20 = Уа ари — k) +6 ра Ю], p21—1) = D lanok) 
11 


kez 
+ 6,00 — 00), 由 此 可 得 Ф020: — 0) = > [а сира — k) + bra Ga — 
= 
BD]. 
这 样 由 于 空间 的 分 解 式 V, = V, @ W, , 可 以 得 到 四 个 e 中 的 序 
FIP}, {qs}, (ands {6b}。 通 过 这 四 个 序列 既 可 以 把 V, 中 的 元 素 惟 
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一 地 分 解 为 Y 和 多。 的 元 素 , 也 可 以 由 V, 和 W, 中 的 元 素 构 造 V, 中 
的 惟一 确定 的 元 素 。 对 于 V; = У. OW, j EZ 当然 也 有 类 似 的 
结果 。 
& f;(DEV;, в, (DEW,, 则 f(t) = D PotD 
2 
gD = Jd? p(2it — D 
1€Z 
现在 一 方面 
ЛЧ) = р) + вр) 


= Dyp Ppt k) + Уа ym k); 
kez kez 


另 一 方面 又 有 
лч) = D PpD 
‘Ez 


= DP {D arupi — kB) + Y bnp — pk) A 
kez HEZ 


‘ez 
由 此 可 得 
f = Sjanna”, 
“(z 
š ' 
df = узшс. 
“z 


因此 在 作 小 波 分 解 时 ,系数 的 计算 过 程 可 表示 为 

а=» qn» а» 
e e oe yal ... Z 

这 里 cO (с), dP? аР). 

类 似 地 我 们 也 可 以 建立 重建 算法 。 
Ра) = fi (1) + gj- (8) 
= D ppt D + Уа 0 
1ez ‘ez 


RES 271 —1 = г, 则 
074. 


pt-N = g(z) 
= D ppr — h) 
kez 
= D pipt —21— k). 
kEZ 
BDE, yD = > ур? —21—) 
kEZ 
再 令 2! 十 & =n, Ajk = n— 21 #RAER, 4 
вч = У [P Dora td Eau lpt- m) 
IEZ "€Z "Є2 
= У (Уор, а + di q, a )p(2t — т). 


n€Z “€Z 


另 一 方面 ,又 有 f(D = УФО — n), 
= 


所 以 得 到 с = уе peu + df аш. 
IEZ 
因此 系数 的 重 构 过 程 为 
а» der 40 


с —= tD DeD ooo СОМ )ج‎ 


长 期 以 来 ,无 论 是 在 数学 上 还 是 在 工程 技术 上 ,把 一 个 函数 展开 为 
一 个 级 数 是 非常 有 用 的 。 一 个 函数 的 级 数 展开 式 ,就 类 似 于 在 一 个 n 
维 欧 氏 空间 中 的 向 量 表示 成 基 的 线性 组 合 , 级 数 展开 的 系数 就 相当 于 
组 合 系数 或 坐标 ,要 使 组 合 系数 最 简单 ,最 好 是 取 标准 正 交 基 , 短 级 数 展 
开 的 基 (1, 2—20, (1—2), ++} 一 般 不 是 标准 正 交 基 。 传 里 叶 级 数 是 


把 一 个 周期 函数 按 三 角 函数 系 展开 ,2) = Š + SDaxcoskt +bsinkt, 
a = ES” fDeoskedt = (fC, созы), 


2x 
b= zf fO sinktdt = СРО), sinkt), 
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(1, coskt, sinkt, k = 1, 2, ++} 是 一 个 标准 正 交 系 。 但 由 于 对 任意 的 
k, coskt 和 sinkt 都 不 趋 于 零 ,所 以 傅 里 叶 级 数 的 每 一 项 都 将 涵盖 整个 
实数 轴 。 | ; 
现 设 f(D E L: WJ f(D = gx GO + хл (O + а, О HRC), 
当 ROD | RHINE, f(2) = fO = ях) + ама) 十 … 十 
gG), ЖЧТ g; (DEW, g, G) = У) ар к), KRE , ЛО (DFI 
kez 


以 分 解 成 各 小 波 分 量 FO O = gw(D + gv (D 十 … 十 g,(2), 各 小 波 
分 量 还 可 以 进一步 分 解 为 标准 正 交 基 的 组 合 。 | 


N (0) = gn(t) + gu (DD) + = + g(t) 
= Б уйум H DPN k) + = + 
kez kez 


Dya? p(2't k) 
kez 


N 
= У) Saf 0(2 k), 


=: kez 


这 是 小 波 级 数 fa) = У) Уор 的 一 个 近似 , 当 上 式 令 N 一 


mEZ rEZ 
十 ce，5 一 一 co 时 ,就 是 小 波 级 数 。 由 于 spang — k), k € Z) 对 不 
同 的 ,构成 相互 正 交 的 子 空间 W,, 所 以 在 小 波 级 数 f(t) = 
> снр (D 中 对 不 同 的 m, 反 映 了 2) 在 各 小 波 空 间 W, 的 特 


mEZ nEZ 


性 。 此 外 ,由 于 Yi) 以 一 定 的 速度 趋向 于 零 , 所 以 级 数 的 每 一 项 都 在 
一 定 程度 上 刻画 了 7(t) 在 某 一 局 部 区 域 的 情况 。 小 波 级 数 不 仅 可 以 
逐 项 求 导 , 逐 项 求 积 , 还 能 同时 进行 时 域 和 频 域 的 局 部 分 析 。 


§ 3.6 具有 紧 支 集 的 正 交 小 波 基 


正 交 小 波 按照 实际 应 用 的 需要 可 以 分 为 两 类 ; 一 类 是 小 波 母 函 


数 yD 是 一 个 频谱 有 限 函 数 , 即 光 (w) 有 紧 支 集 ,supp 名 CCa, 中 ,这 
时 YC 不 可 能 有 紧 支 集 ,这 一 类 小 波 常常 称 为 Meyer 型 小 波 。 另 一 
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类 小 波 是 ORRERI ARYO ЖЕН E Ж k) ,这 种 小 波 
是 由 比利时 数学 家 Daubechies 首先 构造 出 来 的 , 故 称 Daubechies 型 
小 波 。 

从 前 面 构造 正 交 小 波 基 的 多 分 辨 分 析 方 法 可 以 看 到 , 双 尺 度 方程 
еш) = Урт) 对 正 交 小 波 母 函数 y(t) 的 构造 ,起 了 很 关键 的 
作用 。 特别 是 数列 {p.) 的 性 质 ,对 小 波 母 函 数 的 性 质 至 关 重要 ,如 果 
Уур) 收敛 快 , 则 当然 Урт) 收敛 也 快 。 如 


果 {p,} 只 有 有 限 项 非 零 ,那么 y(t) = УС D" ру рО. — п) 的 构造 
"€Z 


则 更 简单 ,特别 当 p(t) 有 紧 支 集 时 , уб) = DO D" Pip (2: —n) 也 
有 紧 支 集 。 根 据 前 面 的 讨论 ,要 构造 小 波 函 数 CE) ,可 以 先 构造 尺度 
函数 (2) ,然后 由 双 尺 度 方程 çG) = > ppt- п), REEI p), 
继而 求 出 y(t) 。 现 在 如 果 已 知 序列 {p,} ,通过 这 个 序列 来 求解 双 尺度 
方程 得 到 pC) ,继而 可 求 出 фо). 

我 们 现在 考虑 有 限 序列 co, су, = cw, 根 据 有 限 双 尺度 方程 
Фф) = > ,cg(21 一 7 构造 尺度 函数 的 问题 。 这 里 有 两 个 问题 需要 解 
决 : 其 一 ,是 否 任 意 给 出 一 组 常数 c。，c, ，… ,cn ,都 能 由 方程 p(t) = 


N 
Dapit- n) ЖЩ Ф), Н p(t) 是 尺度 函数 。 其 二 ,给 定 一 组 常数 


Cor суз е, Cy, 怎样 由 这 一 组 常数 来 求 出 方程 p0) = Ус р. — п) 
的 解 。 
先 讨论 第 二 个 问题 。 
方法 一 : 先 对 有 限 双 尺度 方程 两 边 作 傅 里 时 变换 
N 
9(o) 一 + Dee "$ ($). 
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N 
记 H(w) = + >. e °° , Д] 


如 果 极限 lim П R (2) 存在 , 则 得 到 $a) = Пн(2)#›, 
Ж 9(0) = 1, 两 边 作 传 里 叶 道 变换 得 p) = z Цн(=) а, 
这 种 方法 的 困难 之 处 在 于 极限 lim |[ H(2.). 

方法 二 : 选 代 方法 。 


定义 一 个 映射 T; T[p(z)] = рэй Ф021 — п). 
取 任 意 一 个 有 紧 支 集 的 函数 mw (2) EAERI ЕК. 


p) = Тра) = Баса; 
= 


N 
Ф (t) = Te, () = > Capi (2t— n), 
= 


N 
Pa) = Te (D = Уса (2 一 四。 


如 果 极 限 limp. 0) = ро), 则 显然 p(2) 就 是 方程 的 解 。 当然 实 
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际 计算 时 ,只 要 取 适 当 大 的 m 即 可 得 近似 解 。 

方法 三 : 求解 p(z) 的 离散 值 。 

因为 g(t) 有 紧 支 集 , 不 妨 设 supppC(0，N), 则 对 于 正 整 数 4， 
pD = 0,121, 2, =, N— 1, 


N 
ШЖ фо) = >)cq (2t — n) 得 


Ф(1) = cop(2) + ci ф(1), 
Фф(2) = с,ф(4) + с.ф(3) + с: Ф(2) + с ф(1), 


ФОМ 2) = cvsg(N— 1) + cs-za9(N — 2) + 
ска ФОМ 3) 十 cvp(N 一 4)， 
8(N 一 1) = cwip(N 一 1) 十 cp(N 一 2)。 
这 是 一 个 以 g(1)，p(2)，…, pCN 一 1) 为 未 知 数 的 线性 方程 组 ， 
由 此 求 得 pg(z) 的 一 组 离散 值 pU), L= 1,2,…, N— 1, 
再 利用 方程 (各) Depe m, 类似 地 可 求 出 © (Ê). 


0< < N, 4 为 正 整 数 。 


重复 以 上 过 程 , 可 求 得 [E ) 的 值 ,mm 可 根据 需要 选取 ,如 果 只 进 
行 数 值 计算 ,有 了 gCz) 的 离散 值 就 够 了 ,如 果 要 求 pO HERR A 
过 插值 或 拟 合 的 方法 求 近似 表达 式 。 
值得 注意 的 是 ,上 述 三 种 方法 都 是 在 已 知 o，c，…，cw 的 情况 
下 ,通过 方程 p(t) = Усер: п), RE g(t) ,但 这 样 求 得 的 p(t) 还 
不 一 定 能 够 成 为 多 分 辩 分 析 中 的 尺度 函数 。 
那么 在 什么 情况 下 ,方程 ра) = > ept n) 的 解 能 满足 尺度 
"€Z 


函数 的 条 件 呢 ? 也 就 是 前 面 提出 的 第 一 个 问题 。 
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由 定理 3. 10 可 知 ,如 果 方程 w(D = У) ср: — n) 的 解 P(D) 是 多 分 
"€Z 
辨 分 析 的 尺度 函数 , 则 必 有 | Hw) |? 十 | H(w 十 x) | = 1, 这 是 尺度 函数 
的 一 个 必要 条 件 , 那 么 要 满足 这 个 必要 条 件 {c,} 应 具有 什么 性 质 。 


| H(w) |? = 二 (ce )( e>) 


要 使 | Hw) |? +| Но +7) | = 1, 

йя Бп +C р] = 1, 对 任意 的 w 成 立 ， 
RARE k = 0, 所 以 有 2с. = 2, 

жия фе = ($)$). весов 

p0) = НОО) ф00), $(0) Z 0, 所 以 H(0) = 1,8. Уе =1. 

再 由 | HO) |° +| Hw j = 1, 


得 H(x) = + Усе 


"EZ е 


= +X px, =o, 
mE 了 
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即 奇 数 项 之 和 等 于 偶数 项 之 和 : DO D cna 十 >= Dcu = 0, 
tEZ leZ 
综 上 所 述 , 当 {c,} 满 足下 列 条 件 时 , 双 尺 度 方程 р) = Уер т) 
n€. 
的 解 才 有 可 能 成 为 多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 。 
GQ) Ус, с, = 2; 


(2) >< = 2; 


(3) 3 = = 1. 

这 三 个 条 件 就 是 p() 成 为 多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 的 必要 条 件 。 
下 面 再 讨论 充分 条 件 。 

还 是 就 有 限 项 数列 {c,} 的 情况 来 讨论 , 且 假定 с, ВЗ M n > N 
BT, с, = 0。 

记 m(z) = + > cz"，, 这 里 = 是 一 个 复数 ,m(z) 是 一 个 复 变量 的 
N 次 实 系数 多 项 式 。 


H(w) = > LSe e ”一 me )。 


"20 


H = те) = тС 0) = + (Dre, = 0, BB z =—1 E 
方程 m(z) = 0 的 一 个 根 , 设 这 个 根 是 LER, R mae) = 
“ 
(ос, Q(z) = Уан. 
=) 


N-i 
定理 3. 13(Daubechies) Ж а, = 1, зир | Q(z) |< 2, 
j= as 


Dat, = 2, WAREKE pO = >)cwp(21 一 m) ,可 由 迁 代 方法 求 得 


连续 解 , 且 在 pO) = 1 条 件 下 ,这 个 解 是 多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 。 
证 明 ж. 
这 样 , 求 一 个 有 紧 支 集 的 正 交 小 波 母 函数 的 问题 可 归结 为 如 下 步 又 ， 
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一 步 ,寻找 一 个 实 系数 的 多 项 式 m(z) = + > cz WEFAN 
жї, 


а) Se =2; 

D Een = De =1,*= [5] 

(3) 存在 1 之 1 的 束 数 ,使 m(2 = (HF P) COREA QW 12. 

第 二 步 ,根据 系数 o, c, = cvs BIUR ЕНА ЕГИН 
方法 二 , 选 代 求 出 Ф). 

第 三 步 ,由 WiD) = У) (一 D"cwp(21 一 n) ,得 到 有 紧 支 集 的 正 

Ы п=—(М—1) 

交 小 波 母 函数 。 

例 3.19 wm LEF, a 3FY3 3V3, 4 = 1638, 


42 42° 42 
нш) = me) = [E ~] Tiada tvde] /=2, 
即 Q(z) = 二 [AFD +a ESIIN sup | QG) |= /8 < 2! = 2, 


由 这 一 组 c。, cis сг, cs 通过 前 面 介绍 的 迭代 方法 ,可 求 出 фр, 
进而 求 出 Y(t). 

现在 通过 进一步 分 析 m(z) 和 Q(z), 来 导出 另 一 种 构造 有 紧 支 集 
的 正 交 小 波 母 函数 的 方法 。 

由 | На) PH Hwt | =1, 8 | me ™) H же”) |2 = 1, 


| т(е =) |? = == Ы 
2 


| Q(e™) |? 


Ге) ое 


= (cos £) есе) Р. 
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因为 Q(z) 是 实 系数 多 项 式 ,所 以 |Q(e“)|? 必 为 соз 的 多 项 式 ， 
H cosw = 1— 25059, 因此 |QCe“)1? 可 以 作为 sin* 多 的 多 项 式 , 记 为 


(зи). 


+$ у соз, 则 sing 1— у, | m(e™) |7 = 


p (sis) = yb(1 一 y)。 类 似 地 有 | met) = 


p (о) = (1— у) ру). 


УрО у) +(1—у)'р(у) = 1, y € [0,1], 
因为 | Qle™) |? >0, Д p(1— у) 2 0, p(y) 之 0。 
现在 问题 是 ,对 于 多 项 式 p(y) 是 否 存在 实 系 数 多 项 式 Q(z) ,使 


| Qe™) |? = p(sim? 党)。 下 面 的 定理 给 出 了 肯定 的 回答 。 
定理 3.14 对 于 上 述 多 项 式 pO , 必 存 在 实 系数 多 项 式 Q(z) ,使 
1Q(e |? = p (sin). BRE Урау + уро) 二 1 的 多 


项 式 一 定 可 以 分 解 为 p(y) = рО) + yR[+ — >). HF, ВО) = 


(j an (= а 


R(z- s| жжек( =>) (2+) ваз. 
EM ж. 
根据 这 些 结论 ,现在 可 以 按 下 列 步骤 构造 有 紧 支 集 的 尺度 函数 。 


第 一 步 , 选 定 正 整 数 /。 
第 二 步 ,选取 多 项 式 R, 满 足 : 


o R(}=9)=—R( H) 
D кмс +R (B= y)>0,0< y9 <1; 
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(9) )رو‎ +yR(+ —>))< 2 


雪人 (一 1 十 7 
这 里 p(y) = 2 | 
с: 


第 三 步 , 令 1 QE) |? = pi(sin 2) (sie) R (cose). 

нй э (у) = 0 时 , 户 (y) 就 是 一 个 正 系数 多 项 式 。 

具有 紧 支 集 的 正 交 小 波 在 时 间 域 上 有 极 好 的 局 部 性 ,很 适宜 在 时 
域 上 做 局 部 分 析 。 但 时 域 局 部 性 和 频 域 局 部 性 常常 是 相互 制约 的 。 因 
SIOMI ORTERNA RXR. BES o) ATER EMR, 
就 要 使 fW DRM. BR BE RKTT FH рог) 0 ЖЖ KER Ж 
性 就 越 差 , 这 时 少 (w) 的 局 部 性 就 越 差 。 双 尺度 方程 的 解 的 光滑 性 与 序 
列 {c,) 的 非 零 项 的 项 数 有 关 。 如 果 gp (1)k MÆ, supp C [0， 


N 
N]e() = Sep (2t— п), N > k +2, 
n=0 


§ 3.7 5 -空间 中 的 正 交 小 波 


正 交 小 波 母 函数 y(z) 及 其 传 里 叶 变换 J (w) 的 衰减 性 .光滑 性 、 对 
称 性 等 是 衡量 一 个 小 波 好 坏 的 主要 方面 。 而 这 些 性 质 又 常常 是 相互 制 
约 的 。Haar 小 波 和 Shannon 小 波 是 两 个 典型 的 例子 。 那 么 是 否 能 兼 
顾 时 域 和 频 域 两 个 方面 的 需要 ,构造 一 种 相对 较 优 的 小 波 呢 。 


Shannon 小 波 (DHE tco 时 ,%(0) = О(4-), 通过 改进 取 梯 定 


理 , 可 以 构造 出 改进 的 Shannon 小 波 JC), 4 took}, y(1) = о(5). 


N = 2,3, ++ 当然 随 着 N 的 增 大 ,y(z) 将 非常 复杂 ,给 计算 带 来 极 大 
的 不 便 , 所 以 N 一 般 不 宜 取 得 太 大 。 

现在 引进 一 种 函数 空间 , 称 为 S -空间 ,这 里 不 准备 引进 5 -空间 
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的 严格 定义 及 性 质 , 只 是 指出 S -空间 中 的 函数 的 三 条 重要 特性 ， 

(1) 如 果 fCD € 5, ДЕК; 

(2) шж РО) € S, 则 对 任意 正 整数 N, 有 туо) +1 一 0, 即 当 
t — со 时 ,/(4) 的 趋 于 零 的 速度 比 任意 次 多 项 式 的 倒数 的 趋 于 零 的 速 
EER: 


(3) WEO € SWBA f w) € S. 

S -空间 又 称 急 减 函 数 空间 或 速 降 函 数 空间 。S -空间 中 的 函数 无 
论 在 时 域 或 频 域 上 都 有 很 好 的 局 部 性 和 光滑 性 。 因 此 ,在 S -空间 中 
的 正 交 小 波 母 函 数 当然 有 很 理想 的 性 质 。 

以 C; 表示 R 上 任意 次 可 导 , 且 具 有 紧 支 集 的 函数 全 体 所 成 的 函 
数 空间 。 现 在 C; 上 找 一 个 函数 $(w) ,使 Jow) 的 傅 里 叶 逆 变 换 еч) 
成 为 多 分 辨 分 析 中 的 尺度 函数 。 


-r 

Pw + 2r) 
H 000) =— e |, vy 
#( +) 


P(S) BHF фо) єс’, HHR 


TA ф w) € CF .由 于 CY C S, ЙИ Û (o) Є S, НЮ, Co HAR IE nr 
逆 变 换 %(z) 就 是 S -空间 中 的 正 交 小 波 母 函数 。 

现 举例 说 明 构 造 S -空间 中 正 交 小 波 母 函数 的 方法 。 

Ж 5 -频谱 有 限 函数 B,, 并 令 6 = 0.9x, 设 fO) € В.Д T = 28 


为 周期 对 广 (w) 作 周期 延 拓 , 得 久 (o) ,在 we [— x, x] E, fra) = 
Га) .对 f тш) 作 健 里 时 展开 ,得 


frw = Dc wm е = 29 = 1， 
а Т 
li A 
С, = +Í. f r(w)e "“ dw 


ы [РА аы 
= | f (о)е "ао 


= fn), 
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代入 展开 式 得 fro) = УС me =, 
"Є2 


о Є [—x, я], 


1 
Ф Хг. б) = | 其 他 


Ке w € [—0.1x, 0. 1x], 

0 其 他 。 

Atk Jo. in (DIERE EER (Xe. x Јо) о) = ф (w), W| зиррф 
= [~ 1. 1x, 1. 1x], HB% w € [~ 0. 9л, 0. 9л) FF, (a) = 1, 因 此 


masl 


A A A 
f (w) = f r Co) Co) 
= У) Ceg Co) 
"€Z 
= У) fC ne, (o) 
mE 了 
= У) реа (о). 
kez 


具体 如 图 3-9 所 示 。 


тт =. Z 


一 2x —1.9x TI. i. 9z0| 0.9x x 1. 1х 1.9 2 R 
图 3-9 
两 边 作 傅 里 叶 逆 变 换 , 得 


же г рак iky A Г] 
fO) | rne Ф. (w)e™ do 
= 1» ebe 

57% | awe “dw 


= D fO A] a k) 
kez 


= 86 ° 


= DSO Ха * лра b) 


€ 
= УР (ЕХЕ. a) G — ° 
REZ 
(FJ. ])(t—R)}. 


FX, a] = 让 | Xtina we do 


= 1 Í" „= 
-去 | da 


= Sinrt 
xt ° 


F [L a. JO) = аена 
= лоса 
Е f Jae “dz 
ann. 


Жш (О Jon ИЕЛЕ. 
由 此 我 们 得 到 


f(D = У) fODIF JG — п) 
rEZ 


= 5 /fon) sinz — m) J, —п) 


= 2r? (t — п) 
即 对 任意 的 f(D € Boons 都 有 展开 式 
A 
ВЕ ИА ЕЯ sinz(t—n) Ј, 10 — п) 
уа) = Эш n) 2 у 


所 以 ,这 是 Bus* 上 的 一 个 取样 定理 。 但 这 里 的 基 函 数 p (1) 的 整数 平 
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移 {g1(t 一 n), n€ Z) Ж Busx 的 标准 正 交 基 , 而 是 一 个 Riesz 基 ( 这 在 
下 一 章 我 们 将 给 出 证 明 ) 。 
pe = O нш 
作 正 交 化 处 理 $(w) СУГ ожог) 然后 
k€z 
变换 得 到 尺度 函数 pO ,plz) 具 有 平移 正 交 性 ,由 9(b9 可 生成 一 个 正 交 多 
HHI. Vo = span{p(t =), n € Z), V, = (f(2) | f(D € Vo} = 
yp 
ج‎ e 2C ] ¿o 
span{p(2"t — п), n € Z}, 再 利用 p(w) = — е (+5) $): 


可 求 得 正 交 小 波 母 函数 y(1)。 在 实际 计算 时 p(t) 不 必 求 出 。 
我 们 来 分 析 一 下 ,这 样 求 得 的 正 交 小 波 母 函数 Kt) 具有 什么 特性 。 
Й зиррф (w) = [~ 1. 1x, 1.1х], 

所 以 supp (о) = [— 1. 1x, 1. 1х]. 


又 因为 suppb (Z) = С 2. 2x, 2. 21], B Ја.) Є C7 ,因此 可 


80.0) € CF, $u) € CUREA Co) € CF . RRR EMEK 
的 知识 ,可 知 COM T S -空间 。 

因此 我 们 构造 了 S -空间 中 的 正 交 小 波 母 函数 y(t) ,y(t) 是 一 个 速 
降 函 数 ,而 其 储 里 叶 变换 BCw) 则 有 紧 支 集 , 所 以 这 个 小 波 不 仅 在 时 域 


和 频 域 上 都 有 很 好 的 局 部 性 , 且 y(t) 和 少 (w) 都 是 任意 次 可 导 的 ,具有 
极 好 的 光滑 性 。 下 面 再 进一步 说 明 y(z) 的 实 部 和 虚 部 还 分 别 具 有 对 
称 性 。 

显而易见 ,人 (w) 是 具有 对 称 性 的 实 函数 , 且 为 偶 函 数 , 儿 (w) 当然 


Ф + 2x) 


也 是 实 函数 , Gw) = (т) ($) 当然 也 是 实 函数 。 


Ó (o) =— eG(w) 


Фо = LST Gwe dw 
2xJ-— 
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ИР, 


一 一 Af cw [cos(: = +)e+ isin f 5i т سإ ت(‎ 
= AG) Hipa). 


$n = :— ++ ШЖ 


0 = | Cwcos(1— (ud 


ое 


5 去 [ccweosnodo 
== 趟 | Gc)cos(— ЖОРУ 
所 以 yD) = A [n +2) (а +), 即兴 (是 轴 对 称 ,其 
ий = +. 


类 似 地 , 可 证 明 рото, давт (T, 0), 
n CD, (4) 的 图 形 如 图 3 - 10 所 示 。 


%(D) 
мо) 
Д ÍN 
t | {| ? 
КОТЕ (г) Иг) 的 虚 部 (1) 


图 3-10 
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在 此 我 们 还 得 到 了 5 -空间 中 的 一 种 取样 定理 。 对 于 4 频谱 有 限 
函数 f), K h < 至 时 ， 有 


sin (t~ nh) 
fu) = У) fhd Ja nh) —— 
neZ Z(t — nh) 
h 
其 中 J (DFE уох) ИШЛЕ, 
(л) җе [х|<В, 
2) = 
С о дё. 
B=} T> 


这 个 取样 定理 的 收敛 很 快 ,jpCz) 是 速 降 函 数 ,而 速 降 函 数 的 傅 里 
叶 变 换 还 是 速 降 函 数 ,但 Je(2) 写 不 出 解析 表达 式 ,只 能 作 数值 运算 。 
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第 四 章 ”小 波 包 及 其 构造 


$ 4.1 小 波 包 的 概念 及 性 质 


正 交 小 波 基 {y,., (0, m, n€ АЙ L: 的 一 个 标准 正 交 基 ， 
REL 中 的 函数 f Cr) 就 可 以 展开 为 一 个 小 波 级 数 
лч) = Dh =. Dfm, n CED, 如果 y.,(1) 有 很 好 的 局 部 性 ,那么 级 


数 中 的 某 几 项 就 可 以 反映 7(z) 在 某 局 部 时 段 的 性 质 ,.,(i) 的 局 部 性 
越 好 ,对 f(z) 的 时 域 分 辩 率 越 高 。 


加."(1) 的 窗口 半径 去 As 是 由 两 个 因素 确定 ,一 个 是 a, 的 大 小 ， 


这 是 由 y( 直 决定 ,正如 上 一 章 所 讨论 的 ,要 设法 构造 局 部 性 好 的 小 波 
FRR уо) ,但 这 常常 会 受到 各 种 制约 。 决 定 Yn. ,() 窗 口 半 径 的 另 一 
个 因素 是 m,m 可 以 从 一 吕 到 十 oo, 当 m <— N (这 里 N 是 一 个 大 的 正 
BROR Yn. n (7) 的 窗口 半径 将 增 大 ,这 样 分 辨 率 就 降低 。 随 着 m 的 增 
K фи n (4) 的 窗口 半径 减 小 ,分 辩 率 提高 ,但 频谱 窗口 半径 2"Af 却 增 
大 ,因此 时 域 分 辩 率 的 提高 ,必然 导致 频 域 分 辩 率 的 降低 。 对 于 这 个 矛 _ 
盾 , 单 靠 小 波 基 的 选择 是 无 法 解决 的 。 为 了 解决 这 个 问题 ,引入 小 波 包 
的 概念 ,以 便 把 随 着 m 的 增 大 而 变 宽 的 频谱 窗口 再 进一步 分 割 变 细 ， 
从 而 在 提高 时 域 分 辨 率 的 同时 ,提高 频 域 分 辨 率 。 

小 波 包 是 正 交 小 波 基 的 一 个 推广 。 前 面 我 们 把 L 分 解 为 小 波 空 
间 W MERI L’ (R) =O №... (0...0), n € Z) 就 是 小 波 空间 W, 
的 标准 正 交 基 ,为 了 避免 频谱 窗口 随 m 的 增 大 而 变 宽 , 导 致 频 域 分 辨 
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率 的 降低 ,我 们 对 较 大 的 m 对 应 的 Wa(m 之 1) 再 进一步 细 分 W， =© 
о, 这 就 是 小 波 包 的 思想 。 

REW, 进一步 细 分 为 Um 的 直 和 ,重要 的 问题 是 要 找 出 U? 的 
标准 正 交 基 。 

记 jo(t) = g(t), Jn (t) = уб), 两 尺度 关系 为 


=ч) = Dprpol2t—n), 
n€Z 
m (t) = SD quo t — п). 
"Є2 
这 里 g, = (一 1" 万 。。 
а = 
再 记 P.G) = + У p, Р) = 1 > qz, 这 里 = 是 一 个 
复数 。 


则 Аб) = PEDA ($): 


Д.) = Р, сет?) ($). 


为 了 细 分 W。，, 现 从 po Со), p(t) 出 发 构造 函数 序列 {jC1), k=0, 
1,2, e)a ў 
定义 4.1 СЕКЕТ — TRE KX, H 


4+00 


шш) = У) plt- п), 


£= L=0,1, 2, = 
ma D = У) glt- п). 


PIE X BJ ВЛЕ) (дь (2), k=0, 1, 2, =) FRY H po (1 确定 的 小 
波 包 。 
为 了 讨论 小 波 包 的 传 里 叶 变 换 , 对 非 负 整数 上 用 二 进 制 数 表示 


ы 
в = Det, KE e; = 0 或 1。 
j=l 
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定理 4.1 pi(w) = []Р„‹е%) 
уз 


证 明 由 小 波 包 的 表示 : 


Дао) = P(e. ($). 


2 
Аша (w) = P, (e ($) 


ЯЖ. KO < < 2% HAERE. Alo) = TIP, c>, 


j 
这 里 S, 是 一 个 固定 的 正 整数 。 
现 证 明 : 242% < k <2" 时 ,结论 也 成 立 。 
因为 2% < k < 2%' ,所 以 ， 
k = e,2 十 ee2 十 … 十 es+125% 


Sotl 
= J2, 
名 
Ê = Fey Ye21 ee Feq 2" 
п = ръе+е €s 
8, 
= + Ben? 
j=1 
= g |Ë. 
=+ [| 
kJa k 
这 里 [名 | 表示 各 的 整数 部 分 。 
k 
Ф1= ] | 
=2[® 
к= 215]. 
= 0+ 
_ js: а = 1, 
2 e =0. 
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= [5] Be 1 <25, 
Д) = Р, D(F) 
由 归纳 假设 , ДЈ) = ПР, 因此 上 [和 (多 )= 
TI P,,, (e FT ) ,这 就 是 
Даба) = Р, (e A+] ($) 


= P, (e) Р, сет) 


Jal 


= [[ P e 5. 
jmi 


由 于 小 波 包 是 正 交 小 波 的 一 个 推广 ,所 以 小 波 包 既 保留 了 正 交 小 
波 的 良好 性 质 , 而 且 把 正 交 小 波 的 性 质 又 作 了 进一步 的 推广 。 

0) = фа) 是 尺度 函数 ,具有 平移 正 交 性 ,对 于 小 波 包 中 的 任 一 
В mA), k = 1, 2,… 都 具有 像 wo (2 一样 的 平移 正 交 性 。 

定理 4.2 (GD, k = 0, 1, 2, +.) 是 由 尺度 函数 po (1) 确 定 的 
小 波 包 , 则 对 任意 的 非 负 整 数 &,y(t) 具 有 平移 正 交 性 。 即 (ur (t— n), 
p(t—m)) = ĝm o 

证 明 ”用 归纳 法 , 当 = 0 时 ,显然 成 立 。 

BM O <А < 2% 时 成 立 , 则 当 2% < < 2%'! 时 ,由 Parseval 等 式 


pult—n), plt—m)) 


(emf (o), e >, (o)) 


L 

2x 
+= 

= 4f | Д.о) [ет е о 
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= Lf |e. (ег Diu? ке 
- 2. 3 :|Ars 1 (z; )| < ima day 
=]. [+1(2 + zin) | оона 


KIEZ 


du. 


= aN |P, (e # y |е" с рсе (3+2) 
由 归纳 假设 [4] (2) 具 有 平移 正 交 性 , 故 应 有 
А > A143 ($ +?) 


所 以 (ша—япл,ша—т)) ` 


=1. 


ҮЕ с 
= р, ehte wa 


j |P, Се) [ее “d+ |" | P, Се) [гек "" do] 


Pillan 
m ہے‎ 


IP, Ce Ole d+ fT |р, (eee ) lem mda | | 


lI 


xl- 


lI 
al- 
5—9 وہ‎ 


2 2x 
ГР, (e? yem do 二 | | P。 C et) Гессена) | 


Же = 0, 则 

renr- |. 

IP, C—e #0 | = |н(@+х) 
Же = 1, W| 

P(e у] = ШЕЕ 


|P, ey |: = |на)". 
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由 于 /9 具有 平移 正 交 性 , 故 有 |H($)| + |н(# +) 
1. 由 此 无 论 s = 0 还 是 = i, 都 可 以 得 到 
pat—n), (t т)) 


ан) абе) |a 
1 (2 SAN 
= edo = д. 


上 一 章 我 们 已 经 讨论 过 У, ж V. 的 关系 , (0...0), n € 2) 是 
Wn 的 标准 正 交 基 , {pm ,(1), n € Z) 是 V。 BREEZE, HFW, L 
Vas 故 对 任意 的 m, n € Z, BA (uo t п), jult 一 m)) = 0。 小 波 包 
把 这 种 正 交 关系 推广 到 pa (DH ш. (1)。 

定理 4.3 (ma), k=0, 1, =) 是 小 波 包 , 则 对 任意 的 m, n € 
Z, 都 有 (uu (t п), puri (t —m)) = 0, 


证 明 (ш) = P, (е (9), P, (e) = H($): 


二 一 e v‏ ) ګت 

Р.) = ef H($ +), 
¢ z= e, إا‎ z= ео, | z |= 1, 
Po(z) = Н(о), po(— z) = H(o + m), 
Pi(z) =— е= H(oe+ x), P,(— z) =— e H(o+ 2x) 

= e“ Hw), 

所 以 

P. (z) P, (z) + P, — z) Р, (一 z) 

=— Н(а)е”Н (w+ n) + H(w + т)е*Н (а) = 0, 
H Parseval 等 式 


(ра — n), рањ (t —m)) 
Е Был À т-де 
= = _„Ёч баран (o) e' dw 
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+ FTE E m-n)w 
Э] Р, (e ) pi (e )е'” "do 


1 Ка эк 
Кут ix 


ух 
= J. 2 


эх 
t Pa P, (eË JP, (е Jee > 


2 جت‎ 
208) Р, (е? ур, (e i? Je™™“ day 


P, [2 +?) E (e (Pus) ур, Се) edy 


2 


dw. 


(+) 


由 于 pu(t) 具 有 平移 正 交 性 , 故 ) 
JEZ 
故 有 


(ga (t— n), раа (t —m)) 


(+2r)| =1. 


Afr е УР, Ce уе" "=й 
Еу Sa ias 
2rLJo ў 
= LS CP, cet) Pi (F) + p. е P, Се) Jem "dy 
2rJo 
= 0, 
§ 4. 2 “小波 包 对 频 域 的 分 害 


一 个 尺度 函数 p(#) 可 以 实现 对 L? 空间 的 一 种 分 解 L? = U Va, 


В У, = span(g,. nt), n € Z), 一 个 小 波 母 函数 y() 也 可 以 实现 对 
L° 空间 的 一 种 分 解 ,而 且 是 一 种 正 交 分 解 ,二 =@#„, Wn LW, m 
= n, (Yn. (t), n € Z) Ж W. 的 标准 正 交 基 。 


现在 考虑 对 W, 的 进一步 分 解 ,以 提高 频 域 分 辩 率 ,当然 这 种 分 解 


最 理想 的 是 正 交 分 解 。 


为 了 叙述 方便 ,引进 记号 , 记 V, = UP, W, =U, 
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WUP U U =U B От LU. 


U = span(g,. n), п € Z) = span {2} 02" — п), n € Z}, 


О span (Ym. nC)» пЄ 2) = span {22 д (2"4 —n), n€ Z}. 


类 似 地 , 令 U? = span {23 02" — n), n € Z), ЖА UL 是 一 
个 怎样 的 空间 ,具有 什么 性 质 ,与 U? , U? 又 有 什么 关系 呢 。 

定理 4.4 设 /! 为 非 负 整数 , UP U UR = UR, HUP | 
TD x 

证 明 BX (ра (272 — j), pu 2t 一 k)) = 0, 对 任意 的 j,k € 
也 成 立 , 所 以 US2 LUSI 成 立 。 

现 需 证 明 ; U CUL, US CUL, BU? CUP урен», 


设 /2) 是 中 的 任意 函数 ,显然 {27 uu ("t — n), n € Z) Ë 
UP 的 标准 正 交 基 , О) = УС, 01, m, Dpat — j) RP C, (21, 


JEZ 


т, j) 是 f(D 的 展开 系数 。 
根据 小 波 包 的 定义 ,pz (2"z — j) = > рари (210 — 2j — п), Ñ 


. n€ z 
span {2 F ш". п), n € Z) = UY, , FEV pa (2 — j) € UD,, 
f(D € UR, PUP CUR. 
жр, TIE UHD CUR, 。 
再 证 U9; CUR Uu, 
RWE u (2 tj) = У) раа (2"t—k) + Уда (27е) 即 可 。 
kez А 


HEZ 


| Hu) | = СУ) pe =) Буре” 


NEZ kez 
1 اک‎ 
= +> У p.p, e ire 
"Є2 kez 
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同 理 , | ноа) |? = У) DO ЮР". 
mEZnEZ 


由 p(t) 的 平移 正 交 性 ,可 知 | НС) |° +| Но + т) |° = 1, BD 


У). + (—1)^р„Б,„ |е “二 4, 对 任意 的 成 立 。 


m€Z ` n€ Z 


所 以 ,只 能 D [Р.Р + С "р.р. |= 48... 


mEZ ` "€Z 


现在 ,证 明 ы Oj) = + Урана 2" k) фара C2" 
kez 


— 1. 


由 于 pat k) = SD p27 t—2k— n), 


лЄ2 
pam (2"t — k) = У) ааш (2t — 28 — п), 


n€Z 


所 以 +D uuu 0t D) + gara (2"1 — D 
kEZ 


= LS-a У) pa (27t —2k— п) 
kez К 


F Gi- шш?" —2k—n)] 


лє? 


= 15 >) (Prapr + q sq.) (27 t — 2k — n). 


4 kEZ nEZ 
*2k+n= 5, п = s— 2k, j—2k = j+ (п s) = n—(s—j),. 


再 令 s—j = т, j — 22 = n—m. 


这 样 ,上 式 = +> [> Фир, H-an) (Tt -9] 
єт 


kez 


= IS У) Bampa q. q.) (211 — j — m) 
4 


mEZ n€Z 
+ 99. 


= LS D ФР, + CDP С РЬ) 


тЄ2 "62 


plt — j- т) 
= AS E Genpa +C Dp npn tjm). 
4 mEZ n€Z 
$1—n+m = k,WJ1—n = k—m, 


У D O D" Pinpin 


mEZ rEZ 


= D У) р.р. 


mEZ FEZ 


代 人 前 式 , 最 后 得 到 


ED Вии — D) + 3 инин O — DJ 


4 fez 


ТУ) XD. +C "Б, ар, pu (2"1 — j — m 


ШЕ 
= „ш (@“и—)—т) 
= wt j). 
这 就 证 明了 UR, CU UU. 
这 个 定理 就 是 把 Vw = V, Ф Wa, HE BAIS W. 的 再 分 解 ， 
Um = UR QUU ,并 由 此 可 得 到 下 列 递 推 分 解 式 。 
W„ = UP = UR, QUD, 
= (UL, ФО, @ UP, QULP) 


= US *› фое; +D Dui э @ Фое, 


实现 了 对 У/„ 的 正 交 分 解 , 把 W,。 НА 2 个 相互 正 交 的 子 空间 ， 
至 于 需要 分 解 到 哪 一 级 ( 即 k 的 取 值 ), 可 由 实际 问题 对 频 域 分 辨 率 的 
需要 而 确定 。 
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HF U? E ЛУК Б [Н] W., 的 正 交 分 解 得 到 的 子 空间 , 故 UR 
有 小 波 空间 的 特征 。 由 于 小 波 包 中 的 函数 u(t) 都 具有 平移 正 交 性 ,所 
以 (29 ua (2t — nD, n € Z) 就 是 U1? 的 标准 正 交 基 。 这 里 对 
任意 的 办 = 1, 2,6: k= 1, 2, =, m j =0, 1,2,…, 2—1, 都 成 立 。 
由 于 U? ,是 W, 的 正 交 分 解 ,所 以 (2T p; п), n€ Z, j=0,1, 
2,，… 2—1} 就 是 W, 的 标准 正 交 基 。 而 W, 又 是 L: 的 正 交 分 解 , 故 
{2F Q” п), n € Z, j = 0, 1, 2, =, 2 —1,m6€ Z) REL 
的 标准 正 交 基 。 

与 正 交 小 波 基 (27, (2t — n), n, m € Z) 相 比 ,小 波 包 对 L? 的 
分 解 又 多 了 一 层 , 它 可 以 分 辨 频 域 上 更 “细小 ”的 “细节 ”。 对 充分 大 的 
NN, 多 分 辨 分 析 的 子 空间 Vw J: L: 空间 的 一 个 近似 。 对 Ук 的 小 波 分 
解 和 小 波 包 分 解 的 不 同 可 见 图 4 -1 的 示意 图 。 


у р» 
Vy Я БДИ ы 
oF yo 
2 1 Wri PAN И ZA Е 
Vhs “Ика UR, Шу оу, ОУ, 
Z = ¿Zx AAS N 
Ух-› Wys Ua URDUN Us UW UYU, UY, 
/NZ/N/N/Z/N/N INZSN 
(a) 小 波 分 解 示 意图 (b) 小 波 包 分 解 示意 图 
图 4-1 


Wai =UV = U2, OUL, 
ОФ, = span{p (2—71 — n), n € Z) 


‚‚ UP, = span{m(2"'t— п), n € Z), 
jE Hlw) = P,(e*), G(w) = P, (e=), 


$ =} re (8) renal) nlg) 


HT ш) = D pyt n), 
"€Z 


prt) = >q (t т), 
neZ 
fs Бета) nlle) 


Аме ee 人 人) 人) 人 多) 


Но) G(w) 就 是 两 个 滤波 器 ,小 波 包 的 无 论 哪 一 级 分 解 , 两 个 滤 
波 器 万 (w)，G(w) 不 变 , 所 以 每 一 次 分 解 实际 上 就 是 一 次 “滤波 ”过程 。 
W。 对 应 的 频带 为 H, = (2™" A}, A], 其 带宽 2"AS$ , 随 m 的 增 
大 而 增 宽 ,而 小 波 包 则 可 将 瓦 。 划 分 为 2: 个 子 频带 {H%', !=0, 1, 
2，…， 2 一 1} ,从 而 提高 频谱 分 辩 率 。 

对 信号 的 多 分 辨 分 解 ,小波 分 解 , 它 们 和 小 波 包 分 解 的 不 同 之 处 在 
于 多 分 辨 分 解 是 进行 低 通 滤波 ,得 到 原 信号 Aw 的 低频 分 量 Awi ,而 小 
波 分 解 则 相当 于 带 通 滤波 ,得 到 高 频 分 量 Awh。 然 后 在 第 二 层 分 解 
时 ,小 波 分 解 将 低频 分 量 Awi 再 分 解 为 低频 分 量 Awi 和 高 频 分 量 
Aw ,而 高 频 分 量 Awh 则 不 再 分 解 ,而 小 波 包 分 解 则 将 高 频 分 量 Дон 
。 再 继续 分 解 。 

在 上 一 章 讲 到 小 波 的 分 解 与 重建 算法 ,得 到 系数 之 间 的 关系 。 设 
ЛО Є У, 是 f(z) ЕЛЕ, f, Cr) fE V, 的 系数 表示 为 
(а ЕГЕ У, 和 УУ, RRO (cE PRA}, 


у” = Уа ис? 
有 关系 式 к ,现在 若 作 小 波 包 分 解 也 有 类 似 的 关 
а? = Уы? 
iez 


Ж. f(t) 在 Um 中 的 系数 表示 为 {c%e), 再 分 解 到 U, 和 UEP 
中 的 系数 表示 (со. (с) P. 有 系数 分 解 关系 式 


D o 
Cu 一 аСт. к 
‘ez 
из = > w 
Cm 一 Баст. кә» 
iez 


+ 102 + 


对 于 信号 f(z) 的 每 一 个 小 波 分 量 fn € Was SnO 有 级 数 展开 
R fa) = Уа — n), 我们 可 以 进一步 把 这 个 小 波 分 量 再 分 
解 为 24 хма. fos, «. n О) = Уа" ED pault — j), 对 每 
一 个 1, (0 < I< 2 —1) 就 是 /0D 的 -一 个 小 波 包 分 量 , 即 fn DEF 
SUF LERE”. 


баз 小 波 包 的 构造 
由 ин) = DJ P(t =m, 
paa (D = > qr (21 — n), 
= 
к iuo = н( а) (8). 


imo = ($) (2). 
可 知 构造 小 波 包 的 方法 有 两 大 类 ,一 类 是 通过 尺度 函数 o C) 和 两 尺度 
方程 00 = У) ро C21 一 1) ,p(t) = Y gwpo(21 一 n) 求 出 两 尺度 序 
neZ n€Z 


列 {p,}， (gq,} 来 构造 。 用 这 种 方法 构造 小 波 包 时 ,希望 {p,} 只 有 有 限 
MEP RHA) p, 以 较 快 的 速度 趋 于 零 ,还 有 就 是 能 够 写 出 {p,} 的 
一 般 项 的 表达 式 。 

另 一 类 构造 小 波 包 的 方法 是 通过 健 里 叶 变 换 求 ,这 就 是 把 滤波 器 


H(+) G (党 ) 作 用 在 (全) 上 ,此 类 方法 的 关键 就 是 尺度 函数 的 伟 
里 叶 变换 儿 (w) 要 构造 得 好 ,因为 两 个 滤波 器 都 取决 于 $ (ш). 


н(®) ту с(®)=—е'* н(® + х), 还 有 就 是 这 种 方法 最 后 


要 作 健 里 叶 逆 变换 ,这 常常 是 很 困难 的 ,通常 只 能 得 到 数值 解 。 
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下 面 分 别 就 这 两 种 方法 进行 讨论 。 
例 4.1 最 简单 的 情况 , що (1) 为 一 次 B 样 条 函数 


t 0<:<1, sin £ * 
ДО; 十- 1 雪上 << 2, 其 伟 里 叶 变 换 为 G1(w) = e> |, 

0 其 他 。 2 

А 
sin — 
w 

Ф (w) 2 A 

EX (u) = ` = роба), 


A тү? 2., a” 
(>= | Фф (e +240) | } (1-9 $) 


由 此 求 得 H(2)= $U, c(2)= oF HS +x), атон 
de 2 ) 
ЛЖ ДЕН ЕДЕ {Ду Со) ,1 为 非 负 整 数 } 。 
这 个 小 波 包 构造 简单 ,但 性 质 不 够 好 ,特别 是 光滑 性 太 差 。 


7 [=1< 6, 


#42 ЖС PMA с) = Í хв. 


这 里 有 = F—b> OAR b = 0.9, h = 1,8=0.1л„ 


x 

Шо (1) 是 多 分 辨 分 析 的 尺度 函数 ， 

=, 

h 
М» = зрап(ф G —n), n EZ)。 要 说 明 这 个 p (DER E RH, ARIE 
明 {gi(t 一 n), n€ Z) Æ У, 的 Riesz 基 即 可 。 而 要 证 明 这 一 点 只 需 证 
明 , 对 任意 给 定 的 w, 存 在 常数 4, В. 0 < A< У) | À, Co 2km) |? 

kez 


< B< оо, юр, 


Файз) = 2, 人 - 


1 оЄ [一 5 一 8, b+ 8], 


记 Херня (о) = Ë 其 他 。 
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пч 
则 Хг. рь Cw) 站 的 传 里 叶 变 换 。 


Et 


зіп Tt 


gD = J, = 
= 
h 
Q: (o) = (Ja * Xorg np) (o), 
suppe: (w) = (suppa) U (suppXc-sp. nm) 
= [—b—2B, b+ 28) 
= [—1.1x, 1. 1x]。 
对 任意 给 定 的 w, 级 数 У) | fiw + 2kr) |* 中 仅 有 两 项 
kez 
非 零 项 ,又 因为 | J, * X: a 8 |< 1, 所 以 必 存 在 常数 A, B 使 
0<A< > | $u + 2k) |? < B < ос, 因此 可 知 (g(t п), 
n € Z) Ë V, 的 Riesz Ж, 


ф.о) 
对 р DEERME pw) = ТУП E рт" ё? € 


kez 


сг.жаю H($)= НРУ 既是 任意 次 可 导 , 又 有 紧 支 集 ,具有 很 好 
(т 
的 性 质 。 

下 面 再 来 讨论 直接 利用 双 尺度 序列 {p,} 来 构造 小 波 包 的 问题 。 


定义 4.2 设 f() € LIL, 若 对 于 任意 给 定 的 a > 0, 有 
Готаз дь < о, йк fa 属于 CC 类。 
在 第 三 章 的 定理 3. 12 中 ,给 出 了 频谱 有 限 尺 度 函 数 的 充分 必要 条 
件 , 根 据 这 个 定理 ,我 们 给 出 构造 双 尺 度 序列 {p, } 的 一 般 方法 , 且 对 应 
的 尺度 函数 plz) 有 很 好 的 性 质 。 
定理 4.5 设 函数 多 (w) 满 足 定理 3. 12 中 的 ( 工 )~(K ) 四 个 条 
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件 ,一 a =b, p(w) € CN, WA: 
(1) 9(w) 的 健 里 叶 逆 变换 8(z) 是 正 交 多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 , W 


E Ф) = D ppt m. 
(2) gD € С. a 为 任意 正 实数 , 且 当 :> co в, = o[—=)- 
G) НС) = 0020), wE [G 21. 
(4) 双 尺度 序列 {p,} 的 通 项 为 p, = p|) НЧ n — co Bh, p, 5 
„йй. 
证 了 朋 (1) 由 定理 3.12 IRN, PCa E > | $u + 2ka) |? =1 


. 这 些 条 件 是 p(t) 构 成 正 交 尺 度 函 数 的 充 要 条 件 , HRH EMR E 
方程 。 
(2) 由 于 $8(w) 有 紧 支 集 ,和 且 N 阶 导数 连续 ,无 间断 点 ,所 以 ,对 任 


意 的 > 0 有 | Фс AH о аа < со. 同时 根据 传 里 叶 变换 
的 知识 可 知 ,9(w) € C*, 则 当 4 一 oo 时 ,pb0) By 同 阶 。 

(8) 因为 (2w) = H(o)Ó(oe), HF supp$(w) = Га, b], 当然 有 
зиррф 2а) = [ $. т}, 由 定理 3. 12 的 条 件 ( 卫 ), 当 w € [a + c, 6 一 
cJ B, |$ | 二 1。 再 由 定理 3.12 条 件 (I b2r < Ma +c < 
INH, <a +n <c. [$ $ leiate вс, 
以 在 wE [$ $] фс) 1= 1 同样 成 立 。 


(4) 因为 {V28(2 一 2)，zEZ} 是 V, 的 标准 正 交 基 ,由 两 尺度 方程 
Ф) = > р.р(2: — п), 所 以 系数 р, 应 有 
"€ z 
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p. = ACOR М2ф(21 — п)) 


=2| о PG тй 


ве (0) 


$ (we "dw 


| 
4f 


且 由 于 当 ! ~ co 时 ,g(t) 5 ИИ, ЦЧ n — со Pf, p, = 
“(2)8ж=т BB. 

按照 这 个 定理 ,我 们 可 以 直接 构造 双 尺 度 序列 {p,) ,继而 构造 出 小 
波 包 。 . 

进一步 我 们 还 可 以 通过 前 面 提 到 过 的 J(t) 函数 ,来 构造 S -空间 
中 的 尺度 函数 p), 和 两 尺度 序列 {p,), 使 对 任意 正 整 数 N, 
limp, * n" = 0, 即 p, 以 极 快 的 速度 趋 于 零 。 
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第 五 章 “” 半 离散 小 波 和 非 正 交 小 波 


$5.1 半 离 散 小 波 


1 1—6 
кож глиган, pi = (670), ао, щ 


а 


а, 5 都 取 实 数 时 ,就 是 连续 小 波 , 对 a, b 作 离 散 化 ,就 得 到 离散 小 波 。 
特别 是 ,在 取 a = 2", b 一 = 的 情况 下 ,就 是 最 常用 的 离散 小 波 。 


参数 a 既 决 定 了 小 波 的 频谱 结构 ,又 决定 了 时 、 频 窗口 的 宽度 。 

设 少 (w) 是 一 个 窗口 函数 , A; 是 窗口 半径 , 现 将 Û Ca) 的 窗 
口中 心 取 为 节 = 3A, Иң a 取 2-" Rf, fra Ca) 的 窗口 为 
lj 0207—2943. tf * 22 +2"A;),BD[2""1 A; , 2"*2A;], щ m BU BF 
有 整数 时 ,从 --.。(w) 的 窗口 恰好 填 满 正 实 轴 C0， 十 co) ,所 以 对 a ЕЩ 
散 化 a。= 2” 处理 ,实际 上 是 把 正 频率 轴 作 了 一 个 二 进 划分 ， 

参数 5 的 作用 是 确定 位 置 。 所 谓 半 离 散 小 波 就 是 对 参数 a 离散 “ 
化 ,而 6 不作 离散 处 理 。 特 别 是 ,我 们 对 a 的 二 进 离散 a = 2-" 感 兴趣 ， 
因为 这 种 对 正 频 轴 的 二 进 划 分 在 实际 问题 中 比较 有 用 。 

下 面 我 们 讨论 这 种 半 离 散 小 波 有 些 什 么 特性 。 

对 于 连续 小 波 , 如 果 已 知 信号 /(+) 的 连续 小 波 变换 (W,f)(a, b) 
就 可 以 通过 道 变 换 求 出 f0). 


feo) = HOST wpa, b) pi dadb, 即 在 对 УСЕ 
Cy — J -0 а 


波 变换 中 保留 了 /C4) 的 全 部 信息 。 
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对 于 离散 小 波 变 换 (Ws, 有) (2, у). (Cw, (277 эш), m n 


€ Z) 所 包含 的 信息 ,当然 要 比 ((W,f)(a, b), a #0, a, b € R) 所 包 
含 的 信息 少 了 很 多 。 但 如 果 加 上 了 {w.,(i) m, n€E2Z} 是 正 交 小 波 基 
的 条 件 ,那么 , 当 已 知 7(t) 的 离散 小 波 变换 时 ,仍然 能 够 重建 原 信号 ， 


f(D = У) co symsCD， 这 里 co 恰好 就 是 F2) 的 离散 小 波 变换 c. n 
= сот, n) = (Ws)(2", 茵 )。 所 以 ,要 从 离散 小 波 变换 


(W, (2: zz); т, n € Z) 来 重建 信号 OM EXE” Rk 


件 是 不 可 缺少 的 。 

现在 对 于 半 离 散 的 小 波 变换 {(W,f)(2", b), m € Z, b € R) ff 
包含 的 信息 , 比 连续 小 波 变 换 {(W,f)(a, 6), a #0, a, b € R) DT 
很 多 信息 ,而 相对 于 正 交 小 波 来 说 ,又 缺少 了 正 交 性 这 一 条 件 。 那 么 ， 
ЖЕ (0,7) 027", b), m € Z, b € R), 能 否 重 建 信号 f(z) 呢 。 
当然 ,对 于 缺少 信息 的 情况 要 重建 f(1) ,就 得 加 上 一 定 的 条 件 来 弥补 。 

定义 5.1 对 于 函数 y(t) ,如果 存在 常数 A，B, 使 得 对 于 任意 的 
o € R, 0< A< > 0) 1? 之 B 过 0, 几乎 处 处 成 立 , 则 称 (1) 


满足 稳定 性 条 件 。 
定义 5.2 ИЖ HO € L', 如果 уо) 满足 稳定 性 条 件 , 则 称 
кю 是 一 个 二 进 小 波 。 
函数 序列 (CWA), b), m € Z) 称 为 /(1) 的 二 进 小 波 变换 。 
其 中 
WA, B) = Cf, pema) 
= 2f» JOT 97у, 


二 进 小 波 变 换 是 一 种 半 离 散 的 小 波 变换 。 
— L: 中 的 函数 %(5 ,只 要 满足 稳定 性 条 件 , 就 可 以 称 之 为 小 
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站 ,而 不 再 需要 判别 小 波 的 允许 性 条 件 | а < co, 


下 面 的 定理 说 明了 稳定 性 条 件 和 人 允许 性 条 件 的 关系 。 
定理 5.1 设 %(i) 是 一 个 二 进 小 波 , 则 必 有 
= de jw а < оо, 


zo | A 2 to | A А 
B Alnz<[ غا‎ | ds; [ 12 а < Binz, 


证 明 Фо = 2"z, 则 
аза [T фон pa 
1 w ы Tr 


ке! 8 2 
[I hera, 


现 对 稳定 性 条 件 A< > | (2 >o) |: < B. 两 边 同 乘 以 上 ,并 在 
mEZ о 
区 间 (1，2) 上 积分 ,得 


2 5 -m 2 
лю < Df’! 人 上 du < Bin, 


mEZ 


| 8 э 
因为 Bh پو‎ уу Ho Pa 
-eee 
所 以 Аъ < 三 Liw Pa < Bine, 
对 稳定 性 条 件 ,再 乘 以 一 二 ,并 在 (一 2， 一 1) 区 间 上 积分 
pesa s, 
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s 2ل‎ ita, 
z z 


2A ст, з 
=f С 27") | a 
1 в 


— A И 
-| еюн, 
ды [2] 


ИГ! л E 
所 以 ams Уу. 090 а, = HSS Fay < выр, 
.. Sz ° w 


w 


+= | pw) |° ° jpw) ا‎ += | pw) |? 
又 因为 [19а | ,ا عا 7 + عا‎ 


且 由 于 Ші а EDn 
о Tw 


+= А 2 +> dinm 2 +o А 2 
ниж CREE ik Su NOS 
< 2Bln2, 
所 以 二 进 小 波 一 定 是 小 波 , 它 具有 小 波 的 所 有 特性 。 
前 面 讲 过 ,二 进 小 波 变换 {(W。f)(2-"”，b)，mEZ， b€ R) 与 连续 
小 波 变换 {(W,F)(a，5)，a 天 0，a,，pER} 相 比 要 缺少 一 部 分 变换 信 


息 , 这 就 通过 稳定 性 条 件 加 以 弥补 ,因此 ,由 二 进 小 波 变换 的 信息 
(CW, 027", b), m € Z, b € В) 仍 可 反 演 出 f(0. 


r=. (D) = 2F grt — 2b), усу Hk hk 3E BR FI БА ВОК 
жт: 


WA, б) = Cf, pena) 
= [ког фта 


人 A 


= [ло HD 
= 27(f x ФС 2" ))(0)。 
ЖШН“. "表示 变量 1,f* K ORR SOS HORER, 
卷 积 的 结果 是 6 的 函数 。 下 面 还 用 到 记号 0—2" 0.0] 表示 у —2"(= 
一 站 ] 对 变量 z 的 传 里 叶 变 换 , 即 和 一 26 一 DD] = Y= re 
DJe=ar, 有 时 也 记 作 人 [一 2"(. 一 D](w), 强调 它 是 w 的 函数 。 


®45.2 y(z) 是 一 个 二 进 小 波 , f(1) € 12, (WAO, b) 是 
f(t) 的 二 进 小 波 变 换 , 则 有 反 演 公式 


fo) = Bf tw Бу) 025" (Zt — 2b) }db, 
这 里 Po gr, nje EER. 
fi 
证 明 10 (W,f)(0) = 2200,7) 0277, b) 
I = 2%.2%(у+ KY 。))(0)， 
由 Рагѕеуа 等 式 
ССРЭ), 21° 220—690) 


= EWP w, 28206. I)) 


1" А n 
= | (WD) 2b eD do 


1 f+ 


=з] ZU OFID ° [—2C— D(a) dwe 
HERKE f° [一 2(. 一 D](o) E g'[— 2 (b— D] 对 变量 5 HER 
里 叶 变换 ,而 不 是 对 + {ЕШ ДЕ. 
۰ 112۰ 


根据 传 里 叶 变 换 的 性 质 (fx g) (o) = f (o) . Z Co) ,可 得 
(fx ЖС? ЭУ) = f (o) TED), 
JE.) (о) = Ë PC Poe db 
= [оса 


= 1 mors a OLS 


1 f+= 
= py)e dy 
z 1 =. у 
= 1] =: pye“ dy 
=l ¿[° 

= (8): 


ETICI) 


= Г» [= 2 b — Dle dp 
+o 
= [Í p° (— 2z (e ™ dx 


+ á 
= | 0 eC ,ew (— > )4— 2/5) 


s: Fhe (уе е ду 


ПИЕ ра -=, 
2° Г (We dy 


I 
X= 
0 

t 
<> 
A 
«| 
ТЕ 
ae 
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所 以 


Уор на [2 —5)]}4ь 


JEZ 


1A 7 
>=) | (Q), фа 2w da 


JEZ 


L pe a раар 00272) 
=,-| fe 027) 0000) 4 
2] s = Уа #2] 


+оо д A -j 
= z f (we DD фа) 000090) du 
jez У | 92w) |? 
nmEZ 
+= A z 
= zF Р (we do 
= f. 


这 个 反 演 公式 出 现 了 一 个 与 POAR y* (1) ,那么 这 样 的 y* (2) 
有 什么 特点 呢 ? 


定理 5.3 设 y(t) 是 一 个 二 进 小 波 , 则 由 当 * (w) = سے‎ 
>) Гр) |? 
kez 


所 定义 的 у” (z) 也 是 二 进 小 波 。 
Ага 
证 明 раза | = ا کم و‎ 
> ГА w) | > > | ф(27©%) Ë 
REZ 

u $ 26) : 

JEZ 93 FI) 1 
n€Z 
А D lpo) |° 
jEZ 


Уфо) |° 5) | ZC 7) | 
nEZ mE 了 
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QË > <=‏ ت 
Урт) ә‏ 
由 于 çG): ZH NK , E 4‏ 
о<А< > | i "o) |? < B < co, 因 此，‏ 
A 1‏ 
e°, Bl‏ < — < ?| )س2( ` =—— = 
ожог = i TEN ITA iy А‏ 
OLS 进 小 波 。‏ 
正 交 小 波 的 制约 条 件 很 多 ,构造 困难 ,表达 式 一 般 也 比较 复杂 ,其‏ 
至 写 不 出 表达 式 。 二 进 小 波 比 正 交 小 波 构 造 简单 得 多 ,稳定 性 条 件 很‏ 
容易 满足 ,而 且 a 的 离散 化 a = 2”, 实现 了 对 正 频 轴 的 二 进 划分 ,又‏ 
比较 符合 工程 上 的 需要 。 因 此 二 进 小 波 作为 介 于 连续 小 波 和 离散 小 波‏ 
之 间 的 一 种 半 离 散 小 波 ,也 是 一 种 常用 的 小 波 。‏ 


$ 5.2 一 种 二 进 小 波 的 构造 


前 一 节 已 经 提 到 ,由 于 二 进 小 波 的 稳定 性 条 件 容易 满足 , 故 二 进 小 
波 的 构造 不 像 正 交 小 波 那 样 困 难 。 但 考虑 到 实际 应 用 ,当然 希望 构造 
的 二 进 小 波 要 表达 式 简单 ,性 质 良 好 ,这 里 性 质 良 好 ,与 正 交 小 波 一 样 ， 
主要 是 指 时 域 . 频 域 的 局 部 性 要 好 ,光滑 性 要 好 ,还 希望 有 对 称 性 。 下 
面 通过 B 样 条 来 构造 一 种 二 进 小 波 。 

对 于 m 一 1 次 B 样 条 NN,(t) 具 有 下 列 性 质 : 

(D Na = (Ng, * М. М, Со) = [N, (o)J", 

(2) М.) АН m—2 阶 连续 导数 。 


(3)0<N,D Laf NA(Ddt = 1, 
(4) suppN, (4) = [0, т], Н N, (0 在 | >] 上 单调 上 升 ， 在 


r= 他 时 ,达到 最 大 ,在 [ Z. m] 上 ,单调 下 降 。 
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O N ORF = Z 轴 对 称 。 

S Pu) = N,,(o — m) + №, (о – 1. т). 

H T supp{ №, (о — m)) = [m, 2m]; 
supp{ №, (e — 1. 5m)) = [1. 5m, 2.5m]. 
所 以 suppë lw) = [m, 2.5m]. 

现 证 明 对 于 任意 正 整数 m FERKA, B 使 


0 <A< > 1407) | < B < оо, 
JEZ 
对 任意 取 定 的 w, 考 虑 级 数 D |Pw) |° 的 非 零 项 。 
j€z 


由 于 ѕиррф (o) = [m, 2. 5m], FL 4 Н (g 34 2т o 20 т В, 
Ф027) 9 0, 因此 级 数 有 且 仅 有 两 项 非 零 项 。 
XIN | é€2 ш) IS] Na (27 т) | 十 | М„(2”»—1.5т) |2, 
所 以 , У 1 $27iw) |: < 8 = B, 
јЄ2 
再 证 明 存在 常数 A > 0, У) | Ф070) | 2 A, 


JEZ 

由 于 Nm《w 一 m) 的 非 零 区 间 为 [m, 2m]，N,(w 一 1. 5m) 的 非 零 区 
间 为 [1. Sm, 2. 5m]。 

所 以 在 [m, 1. 5m] 上 ,$$(w) = N,(o—m), B фо) 单调 上 升 ,在 
[2m, 2.5m] 上 ,pn《w) = N,(w 一 1.5m), 且 单 调 下 降 。 如 图 5 - 1 所 示 。 

$w) 
N. (e—m) 
N. (@—1.5m) 


0 m 1.5т 2т 2.5т 
图 5-1 
对 于 任意 给 定 的 w, 必 存在 一 个 j,。, 使 2%w € [m, 2. 5m], Ж 


乡 (w) 的 非 零 区 间 分 为 三 段 ， 
Са, 1.1m]U(1. 1m, 2.4m) U[2. 4m, 2. 5m], 8& 2%Є [m, 2. 5m] 
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分 三 种 情况 考虑 。 
情况 2% € [my 1. 1],W 281 € [2m, 2.2m], f ро) 
[2m, 2. 5m] 上 单调 下 降 。 
所 以 有 


D lpw) | <| Ф029) |° 


= 
一 | N, (25! w — т) + №, (25t w — 1. 5m) |° 
>| N, (25t — 1. 5m) |? 
>| N,(2.2m — 1. 5т) |? 
一 | N, (0.7m) |° 
>| N,(0.1m) |. 
情况 二 : 2% Є (1.1m, 2.4m) 
У) 14075) |? <| éC2 o) | 
јЄ1 
=| Na (2w т) + №, (22 o — 1. 5т) |? 
>| №00. 1m) |°, 


情况 三 : 200 Є (2.4m, 2.5m], й 2w Є (1. 2т, 1.25m], M 
Ф\ш) 在 [1. 2m, 1.25m] 上 单调 上 升 。 所 以 有 
У) 1 $6276) |° <| pw) |° 2 | д$(1.2т) |° 
jez 
=| №, (0.2m) |? >| Nna (0. 1m) |° , 
现 取 A = | N. (0. 1m) |?, 则 以 上 三 种 情况 都 满足 


0 <A < JJ | ëG2 o) |: < B < оо, 
jez 
WETA, ф Co) f) FF BE HF i BE p(t) 是 一 个 二 进 小 波 , 记 为 
fı GD) = g(t) = Е![ф‹ш)]. 
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BFO = f/( 一 ), 称 /04) 的 一 个 反射 。 由 伟 里 叶 逆 变换 的 性 质 
可 知 , FL] = EFES] 


F[ë] = ЕСМ, (o — т) + №, (о 1.5m)] 
= eÑ, + eÑ. (D 


ai £ he 
sin > 
= (e + eih Sm уен | | 9 


V 
所 以 мч) = FER] = 起 FL$] 


2 


笑 (0) 是 一 个 形式 简单 .性质 良好 的 二 进 小 波 ,但 它 是 一 个 复 值 函 
数 。 根 据 需 要 ,我 们 还 可 以 进一步 把 它 改造 为 一 个 实 函数 。 


у 
Фф шш) = фс) + )م‎ w) =ф+ 


[si t Š 
sin — 
= 1 н уез 2 
20 езе | А | k 


ч) = (Еру) 


= LF LFO) 
2к` PoE Ze P 
1 sin Ж 1 sin + Е 
= ^ еу й. 5 £ iha Lt 
le )e +" | tate" Р 
2 2 


ке =Í n ) (sin, 5 ) «ов Z mi + cos2mt) 
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这 是 一 个 实 的 二 进 小 波 , 其 图 像 如 图 5 - 2 所 示 。 


图 5-2 实 的 二 进 小 波 уо) 


以 上 构造 出 来 的 二 进 小 波 具 有 如 下 人 性质 ， 
(1) рж; 


(2) Wi 有 很 好 的 局 部 性 , 当 ooj, g) = о(5), 

(3) Ож, 

(4) ААХ. 

我 们 可 以 根据 问题 的 需要 ,通过 选择 m 来 控制 时 域 和 频 域 的 局 部 
性 。m 越 大 ,时 域 的 局 部 性 越 好 ,但 频 域 上 的 支 集 长 度 随 m 的 增 大 而 
增 大 , 频 域 局 部 性 变 差 。 


35.3 对 偶 人 小波 
在 二 进 小 波 的 反 演 公式 


f(1) = Df wpe, b))(2"0` (2"t 一 2"b)}db 中 ， 
mez ® 


OL Ө НО ӨЕ 
们 把 7 (2) 称 为 g(t) 的 一 个 对 偶 小 波 , 同 样 y(z) 也 称 为 y* (2) 的 对 侦 
小 波 , 或 称 YOM p° (z) 是 一 对 对 侦 小 波 。 注 意 二 进 小 波 的 对 侦 可 能 
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不 惟一 。 
我 们 与 连续 小 波 变换 的 反 演 公式 : 
f(D) = ра, onl T) I 点 dadb 比较 一 下 
就 可 以 发 现 ,按照 上 面 的 对 偶 意义 ,连续 小 波 的 对 偶 恰 好 就 是 其 本 身 , 我 
们 称 之 为 自 对 偶 。 

由 上 可 见 , 所 谓 小 波 变换 的 反 演 公式 ,就 是 函数 的 小 波 变换 乘 上 其 
对 偶 小 波 的 积分 或 求 和 ,所 以 只 有 知道 了 一 个 小 波 的 对 偶 ,信号 的 重建 
( 即 f(2) 的 反 演 ) 才 能 实现 。 而 连续 小 波 的 一 个 重要 特征 ,就 是 它 是 自 
对 偶 的 。 

定理 5.4 Vi) 是 一 个 二 进 小 波 , с) ELP, BM E 
>! Ф w) |3 < co, W| р" (DHE уо НВ ОЗЕ KF 


ж. У (CTY (2-"w) = 1 对 任意 的 wE R, 几乎 处 处 成 立 。 


mEZ 


证 明 必要 性 : 因为 y* OE y(z) 的 对 偶 ,所 以 满足 


фә = 00, 
У 1007) | 


JEZ 
фо Bw) = w) p Ow) 
511402) |? 
JEZ 
lý) | 
Уфт) |° 
n€Z 


所 以 


Уф" 027) Ew) 
REZ 


۸ 


Е | و 1 س02‎ 
f YID) ° 
"€Z 
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再 证 充分 性 : 


X| uw note: (2t — ®ь)}дь 


162 


ж. eo уф 09) + e) do 


= 二 | Розе У) (22) ód Oo) dw 
JEZ 


= z Ў (er do 
= f(D. 

由 此 可 知 ,y* (2) 是 фс) Н ЛЕ. 

上 面 讨论 了 连续 小 波 和 半 离 散 小 波 的 对 偶 ,下 面 讨论 离散 小 波 的 
对 偶 。 

EX S.3 设 Y(Gb) 是 一 个 小 波 母 函数 ,如果 { 加 . G), т, n€ Z) E: 
L? 的 一 个 Riesz 基 , 则 称 б) J — 4 Riesz 函数 ,简称 R 函数 。 

对 于 一 个 R 函数 y(t) ,如 果 存 在 y' (1) € L, Сф... фр) = 
Sm。6w 对 任意 的 整数 m,n, k, 1 成立 , 则 称 y(2) 是 一 个 R 小 波 ， 
Ф" ORK ФСО ВУНЕ ЛУ. 

ЕКТЖОГУ 4 R 小 波 。 

对 于 正 交 小 波 , 本 身 就 成 立 (g... 内 .1) = 6m，6w， 所 以 正 交 小 波 
是 自 对 偶 的 。 

定义 5.4 ИФ), Е Т," OMV } 也 是 
一 个 多 分 辨 分 析 , 如 果 满足 : 


(g(t—m), g" а—п)) = ðm» 


则 称 POM wp” с) &—% {ЩН ЖЖ. 
对 于 多 分 辨 分 析 ра), (У), ANREDE 


рч) = SI P,p(21— n), $w) = P(e )д(®). 
"є2 
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由 于 p ОЯУ } 也 是 一 个 多 分 辩 分 析 , 当 然 也 满足 双 尺度 方程 


š 1 л: ; 至 
o D = Drg’ Qr— m, $ (ш) уте Fg: (F) пава = 


"€Z 


3 Уна", z 为 复数 , 则 Ке?) = +X пене, p (o) = 


„= = 


REDS ($). POM R(z) 分 别 是 两 个 不 同 的 多 分 辩 分 析 的 各 自 


的 双 尺 度 符号 。 
定义 5.5 两 个 双 尺 度 符号 POD RCD, MRE |z |= 1 上 满足 
Р(х) ВС) +P z) ЕС >) = 1, 则 称 这 两 个 双 尺 度 符号 P(z) 和 
R(z) 是 相互 对 偶 的 。 
斥 度 函 数 的 对 偶 和 双 尺 度 符号 的 对 偶 有 如 下 关系 。 f 
定理 5.5 б), (VaM p (0), (V } 是 两 个 多 分 辩 分 析 , РС) I 
和 R(z) 分 别 是 对 应 的 两 个 双 尺度 符号 ,如 果 ооойй p C) — ХУНА 
尺度 函数 , 则 P(z) 和 尽 (z) 也 相互 对 偶 。 
证 明 
因为 ФО p (t) 是 相互 对 偶 的 尺度 函数 ,所 以 应 有 A, p" (t— 
n)) = Ôn o 
由 Parseval 等 式 (о), p" (t— n)) 


AS 
= =Í Plo) @ (we™ dw 


- x 


Ё 2rJzr 


1 pows 


lw) @ ` (we do 
ENS A es A ору ыы 
= =F e+ 2k) $ (о + 2k) e“ do, 
要 使 上 式 等 于 6 ,只 能 是 > 多 (w 十 2kr) @ ` (wo 十 2kxr) = 1,3} w 
REZ 
€ R, 几乎 处 处 成 立 。 


又 因为 $(w) = Pe ,)%(ډ)‎ $° (o) = R(T): ($). 
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所 以 6。 = = Ме Ф “(we "° dw 


-EB Pe эке еч р (S]a, 


ZY kx 


= af P(e уке Ree у)ф(® +2)" (2 + 2r) а, 


kez 


因为 F(w) = Уфо + 2k) @ ` (o + 2k) = 1 几乎 处 处 成 立 ,所 


kez 


以 ， F($)= У +28) (z + 2x) = 1 也 几乎 处 处 成 立 。 将 


它 代 人 上 式 , 就 有 


6m = z Peer )R (e )e dw 
2rJo 
二 人 = уен» "p چس‎ ру pie 
= l Р(е?)К (е )e du+ [Pe ЭК (е? Je qe] 
2x — 2x pp T Oa 
= l) Pe REP edu | PIRE T emde] 
I ° 0 
2 ——— — 
= j [PËR ) + P(— et RC е) Je йш, 
RJ 0 


因此 PDRE) + P(— RO e 几乎 处 处 成 立 ， 
所 以 ,在 |=|=1 上 有 РО) КС) + РС х) RC) = 1, 这 里 z 是 一 
个 复数 , 即 P(z) 和 有 R(z) 是 一 对 对 偶 。 

现在 讨论 对 偶 尺 度 函 数 与 对 偶 小 波 的 关系 ， 


设 (OD) = У)ар(22— в), 


kez 
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фас) = Уур" tk). 
kez 
其 中 OM р” (2) 是 一 对 对 偶 尺 度 函 数 。 
记 aw = + Dae, 
REZ 
S(z) = EDs. 
+62 
= ерул 
则 bo) = Qe 00$) 


фо) = 506067 (®). 


Vm = SPan{ Pn, a(t), n € Z), М; = span{ga. a(t), n € Z}; 
W,, = span{(gm.n(t), п € 7}, W; = зрап( фу. n), n € Z); 
Van = V. @W., Vin = v; @w;. 


定理 5.6 ”如果 尺度 函数 ФС) gp (2 相互 对 偶 , 则 OO у" (2) 
是 相互 对 偶 的 小 波 , 即 Cn. ns i.1) = 6m* 6w。 且 具有 正 交 性 ;: 
(pw фы = 0, 
(фл. н» фт. з) = 0, 


对 任意 的 m, n, Є Z 成 立 。 这 个 正 交 性 也 可 以 表述 为 V。 L W; , 
Va LW,. 
证 明 先 考虑 对 同一 m: 


fm,» фм.) 


= фә 


一 去 | 2 .@"е zea) 22 . 2" (у= )% 
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p` (z +) еа 


= zF [Dae С) JS (еіС) (S +) 
IEZ 


g (z 平 20) е =k Уе нонок) у 


5се =н») yp ( + (21+ Da) 


$° ($ + 1+ Dr)e es] day 
| 


$ (2+) +QC ESC e) 

#(2 +к+%я)ф° (2 +x + Ия) |e “dy 
=4f [осет sey Del +25) 

9 ($ +2) 


FHU) +C SC e) 
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Ф(@+к+я)@ ($ + z+ 212) |”. 


‘Ez 


因为 pOH p (0) 是 一 对 对 偶 ,在 定理 5 5 中 已 证 明 过 
Del? +210)" (+2) = 1, 
如 (Ett) ($ Fat 28) = 1, 


又 由 定理 5.5 可 知 Q(z) 和 SCz) 也 是 一 对 对 偶 , 故 有 Q(z) SCE 十 
Q( 一 z) S( 一 z) = 1, 是 在 |z|=1 上 。 


所 以 就 得 到 (yi i.) = |, e “da = u, . 


类 似 地 可 证 V, | W; , V; | W,. 

最 后 证 明 : (加 YD) = One 

Ж т< jW gmn) € W, C Vio 

HF V; L W; , B.W; = spalgi k € Z), V, ФОН 00) 
EX. AK m < j ВЯ, СД, YD = 0, 对 任意 的 整数 n, 成立 。 

3 m > jh, 类似 地 可 证 CY. no уу) = 0, 对 任意 的 整数 n, k RE. 

当 六 = 了 时 ,前 面 已 证 得 (2... Д0) = бы 

所 以 就 有 Cn. ns а) = д, bw。 这 就 证 明了 HOM у” (0 的 对 偶 性 。 

Cn. ns ла) = Sm * Sa 又 称 双 正 交 性 。 

注意 ,现在 y(t) 和 y* (不 等 ,所 以 不 是 自 对 偶 的 ,因此 уо) 和 
儿 〈b 都 不 是 正 交 小 波 ,但 都 是 R Nk, A gmn (0, m, nE ZIA 
(W), k, jEZ) 都 是 L? 的 Riesz 基 。 对 于 f(t) € L, FG) 可 以 展 
开 为 小 波 级 数 f(1) = > nn. OD ЈО) = 2, сыф, NT 


求 出 这 个 展开 式 的 系数 , 可 以 利用 Pm. a CDF pi 《的 双 正 交 性 质 ， 在 
展开 式 两 边 用 paR pa SHEAR, Aaga 


(f, g) = У) с ры 0) = ca, 
m.n€7 


(fr a) = У) CPS. ns Yj.) = Ch o 
m. n€Z 
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所 以 ,如 果 SORE Ynn (0), m. nmEZ} 展 开 , 则 展开 系数 为 
(f, pad f(D = У) Cf. 92.09. 00. f Cr) th T DL. Ж 
m. n€ Z 
Cpa (O, m, nmEZ} 展 开 式 ,那么 展开 系数 就 是 (F,)， 
тау = >) (f, Ym dpan (D. FF YY, ЧФ E HB X BR, 
т. n€ Z 


SD = У) (Cf, фф. n) o 

如 果 对 f(D =) C. Yn. Эф. (0 两 边 与 85(D € L 再 作 内 积 ， 
可 以 得 到 内 积 公式 (7， о = > (f. $...) рро в) J L: 中 的 任 一 
函数 /1) 展开 为 一 个 级 数 fO = У) caba. (Ds АЖ (с m, n 
E ZY 惟一 ,这 无 论 是 在 理论 上 ,还 是 在 实际 应 用 中 都 是 很 有 用 的 ,对 于 
MEREK LEC Гы, < раан ро АМ 


化 以 后 得 到 的 十 Б — АЖ pw. „б, m, n € L) RE fb 8 L 
的 一 组 基 , 只 有 RR 小 波 经 离散 化 后 才能 成 为 L? BJ Riesz 38 , L° 中 的 函数 
Ж Riesz 基 展 开 , 其 系数 惟一 确定 , B R 小 波 y(t) 必 存 在 对 偶 小 波 
POD, p (D BARBA RA L f9 Riesz 6,0 (0, m, n € 2) 
称 为 {y.,(t),， m, n € Z) 的 对 偶 基 。 


$5.4 非 正 交 小 波 


正 交 小 波 基 具 有 极 好 的 性 质 ,一 个 12 中 的 函数 F(D 在 正 交 小 波 基 
下 的 展开 式 F(D) = У) (f. д. nfm. n (D 对 信号 的 局 部 性 分 析 有 极 大 的 
т. n€EZ 


方便 。 但 要 使 一 个 函数 pC f fh IE S (f. СО) = 27202": — n), 
m, n € Z) 能 够 构成 L 的 标准 正 交 基 是 相当 困难 的 .何况 还 进一步 希 
Ш фо) 要 有 良好 的 局 部 性 、 光 滑 性 、 对 称 性 等 等 ,这 就 给 正 交 小 波 母 函 
фс) 的 构造 带 来 了 极 大 的 困难 。 
现在 从 另 一 个 角度 出 发 考虑 ,我 们 放弃 正 交 性 的 要 求 , 而 使 小 波 母 
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函数 的 构造 简单 , 且 在 局 部 性 、 对 称 性 .光滑 性 等 方面 具有 更 好 的 性 质 。 
可 满足 实际 问题 的 要 求 。 
离散 小 波 的 一 个 重要 作用 就 是 将 一 个 L° 中 的 函数 展开 为 一 个 级 
# fO) = > cmlm.ns(ti)* 要 达到 这 个 目的 ,当然 要 求 小 波 母 函数 (1) 
"€Z 


是 一 个 R 小 波 ， 因为 R 小 波 可 以 生成 L? 的 一 个 Riesz Ж. 

定义 5.6 设 y(t) 是 一 个 R 小 波 . 

如 果 (g... Yi, 4) = дм ° д, ДК (CD K EXE 

如 果 (ym,，， фа) = 0, 34 m + Г УГ, ДП y(z) 是 一 个 半 正 交 
小 波 ; 

WR y(z) 不 是 半 正 交 小 波 , 则 称 y(z) 是 非 正 交 小 波 。 

即使 是 非 正 交 小 波 , 对 于 y(z) 还 存在 对 偶 小 波 y" (O EMEK 
性 质 Cu. ns Wa) = 6w，64， 所 以 非 正 交 小波 有 时 又 称 双 正 交 小 波 。 
根据 前 面 第 四 章 的 讨论 可 知 , 一 个 正 交 小 波 可 以 确定 L? 的 一 个 正 交 分 
ML = Ф Wa, mALS, Wa 1 Wi, 而 且 {J.,(1) n € Z) RE w, 
的 标准 正 交 基 。 对 于 f(D EL, fa = Df, fn € Was 
fn(t) = эое, (DO: E Sn 了) 二 0, 当 m 关 1 时 , 正 交 小 波 关于 两 个 
FRR ERE (Yn. no pia) = бш + u 包含 了 两 个 意义 ,关于 第 一 个 
下 标的 正 交 性 ,实际 上 就 是 实现 了 L: 的 一 个 正 交 分 解 ,L? = @ Was 
关于 第 二 个 下 标的 正 交 性 ,就 是 关于 W, 的 基 的 正 交 性 。 

一 个 半 正 交 的 小 波 ,是 关于 第 一 个 下 标 正 交 ,由 此 可 知 ,一 个 半 正 
交 小 波 y(t) ,同样 可 以 确定 L 的 一 个 正 交 分 解 L: =Q, W. 34 тзё1 
mh, W, L W,, W, = зрап{у„.„(), п € Z), (0,00), n€ Z) RE 
Wn 的 正 交 基 ,而 仅仅 是 Riesz 基 , 但 在 有 些 情况 下 ,这 也 就 够 了 。 

下 面 讨论 半 正 交 小 波 的 一 些 性 质 。 

定理 5.7 U p(D EI, 则 (g(t 一 &), gG — D) = би 的 充分 必要 
条 件 是 到 | | ea) еб = a, 

证 明 (p(t—k), gG — D) 

` 128 • 


= фое е HOD 
= s “сшде іе f (ae “du 


š L` A 2 2-0-0 
= °= HONG do, 


在 第 四 章 中 ,曾经 证 明了 (g(t 一 k), gG — D) = ó, 的 充分 必要 条 
ва | go 十 2kr) |? = 1, 


所 以 条 件 D Issa #=1їв | $u) [е0 да = 
д. 等 价 。 

上 述 条 件 是 p(1) 的 平移 {y(t 一 n), n€EZ} 构 成 子 空间 Vo 的 标准 正 
交 基 的 充分 必要 条 件 。 放 宽 一 点 要 求 , {p(t 一 n), nEZ} 成 为 Vo 的 
Riesz 基 的 条 件 又 是 什么 呢 ? 

定理 5.8 ç(D EL,M{pa—n), nE Z) 满足 Riesz 条 件 ( 即 可 以 
成 为 某 一 子 空 间 的 Riesz 基 ) 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 A，B 使 
о<А< > 19(o 十 2kzx) |° < B< co 对 任意 的 we R, 几乎 处 处 成 立 。 

证 明 ш. 

这 就 是 说 , 对 于 一 个 函数 о € 1, M R W R 
D 1 人 w+2km | = 1 mz. фо) teresado = ao Miga, 
k€z 290 
n€ 2} 可 以 构成 子 空间 Vo 的 标准 正 交 基 。 如 果 仅 满足 
о<А< > | pu + 2km) |? < B < со 或 对 任意 的 序列 C = (с) € 


P ME Al с lz <l Bapu- 1: Па <B || C || f CRPPH Riesz 条 
Ф), (p(t п), n € 2} 构成 子 空 间 V, 的 Riesz Ж. 

对 于 离散 小 波 {y. n), m,nE€2Z), 重 要 的 是 把 L? 中 的 任 一 函数 
fW UW dnn ORF ЛИ РО) = > ү” KOR 


展开 系数 cn ,要 能 比较 方便 地 求 出 。 要 达到 这 个 目的 ， 关键 在 于 求 出 
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Н у (OD, RW fo) = УС фы) = У (f, 
т. n€ Z 


т. n€ Z 


фыр. Do FERN, IB TE НЧ Ий. RHEE ШЕШ. X 
于 半 正 交 小 波 和 非 正 交 小 波 的 情况 又 如 何 呢 ? 


A 
定理 59 OEL 正 交 小 波 ,人 =, 
OEE ы >) 10+ Ë 


REZ 
则 yr G) 是 y G) 的 对 偶 小 波 。 
证 明 因为 y(z) 是 半 正 交 小 波 , 所 以 {y.,(2), m, n€ Z) E L: 的 
一 个 Riesz 基 , 且 存在 常数 A, В, 


о<А< У) 1bo+2kr |? < B < <, 
kez 


AFE O € 王 , 所 以 有 展开 式 从 4D = ay OH) € É, 
jEZ u 


现 需 证 明 (Yar Ynn} = ó, ` дь. 
312 т Ві, (бу, 加) 


= (ауф, dmn) 
j€z 
= Уа; pnn) o 
JEZ . 
由 于 多 妨 是 半 正 交 小 波 , 所 以 当 ! 尖 闫 时 ， Chijs у.) = 0 对 任 
意 的 JE Z 成 立 。 
3 = m Bb, Сф, фа) 
= [26 — п) + 2F F 07 руд 
= [сч —п) фт ра) 


= [xe-» p G= Dadar 


= фае ¿ * (dw 
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1 нк 
2.4. e Фс) D Соје "=й 


a 


3+ 26) $° (wt 26) е9 о 


lI 
ši 
М 


A 
(w+ 2k) EOM 


2« ^ 
ETE P | w+ 26 + 28%) |* |° 
5EZ 


Co + 2k) |? 
ا‎ kez 4 ете ја 
$ 


(«+ 2mx) |° 


综合 以 上 两 个 结论 : LA т, (加 ph) = 0, 
= тў, Ср ph) = до 

ВТ, фы.» фа) = бы би. 

我 们 在 第 四 章 中 曾经 介绍 过 正 交 化 公式 ,多 (wo) = 
— je , 由 此 得 到 的 小 波 y OREXA., AmE Ê 

(u + 265) |°‏ | 2ا 

对 偶 的 。 但 由 定理 5.9 可 知 ,这 个 正 交 化 公式 仅仅 是 对 半 正 交 的 小 波 
Y(t) 才 有 效 。 如 果 yl 让 是 一 个 非 正 交 小 波 ,那么 这 个 正 交 化 公式 是 无 
效 的 。 换 名 话说 ,这 个 正 交 化 公式 可 以 把 L* 的 子 空间 的 Riesz 基 化 为 
正 交 基 ,但 不 可 能 使 L? 的 非 正 交 分 解 转 化 为 正 交 分 解 。 

对 于 一 个 信号 f(t) ,由 f(z) 的 小 波 变 换 Wf 来 重建 f(t) 是 小 波 
应 用 的 一 个 极其 重要 的 问题 ,对 于 连续 小 波 , 半 离 散 的 二 进 小 波 以 及 离 
散 的 正 交 小 波 的 反 演 公式 ,前 面 都 已 经 讨论 了 。 那 么 对 于 离散 小 波 变 


换 (cw, (z з). m n € Z) 除了 正 交 小 波 外 ,如 何 实现 /(7) 的 
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重建 呢 。 
ФО КЕЛУ, hF iyn. nt) т, n€ Z) 8 12 的 Riesz 基 ,所 


以 对 于 f(D € L: НЕ f(D = У) mpn (t) e JRE 
个 小 波 的 理论 ,对 于 一 个 R 小 波 必 存 在 对 偶 小 波 "(2) ,满足 双 正 交 性 
质 (yn Yi) = бы + д, РО) = У) (2, ж)... 
以 ,对 于 非 正 交 或 半 正 交 的 离散 小 波 变换 
[mp ж), m ne z), 要 重建 /(1) ,必须 知道 其 对 侦 小 波 
y(t)。 而 对 于 半 正 交 的 小 波 , 有 公式 可 求 其 对 侦 小 波 ,但 对 非 正 交 的 
小 波 则 缺乏 有 效 的 通用 的 求 对 侦 小 波 的 方法 。 由 此 也 可 见 , 将 L: 空间 
分 解 为 相互 正 交 的 子 空 间 W. MERAL? = Ф W. 是 离散 小 波 变换 
的 核心 。 

从 连续 小 波 变换 的 反 演 到 半 离散 的 二 进 小 波 变换 的 反 演 , 半 离 散 
的 小 波 变换 所 短缺 的 信息 ,由 稳定 性 条 件 < A < У) | (2a) |* < 
B < oo 加 以 弥补 对 于 半 正 交 的 离散 小 波 变换 
[W (56 у=), m пех) 包含 的 信息 比 半 离散 小 波 变换 更 少 ， 
要 实现 重建 ,满足 的 条 件 是 0 A< У) | ÀC + 2k) |? < B< co, 

Zm S.10 ROEL, 如 果 存 在 常数 A, B, 使 
0<A< 2; | iot 2) 1? < B< оо, 对 we R 几乎 处 处 成 立 , 则 
必 有 0 过 A< >) |002) |? < B < co, 对 we R 几 乎 处 处 成 立 。 

证 明 略 。 

从 中 我 们 也 可 以 看 出 ,由 于 离散 小 波 变 换 | (W,/) (去 , Z), m лє zJ 


比 半 离散 小 波 变换 (cw. (я »), тє Z, be в) 包含 的 信息 更 


少 ,因此 重建 的 条 件 当然 也 就 更 强 。 
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34 0<A< У) | 4004-2) |? < B< оо, 几乎 处 处 成 立时 ,4 
REZ 

的 整数 平移 {y(1 一 n), n € Z) 可 以 成 为 Riesz Ж. FHM A= B=1 
时 ,{y(1 一 n), n € Z) 就 成 为 标准 正 交 基 。 而 由 定理 5. 10, 这 时 必 有 
Уу | C2) |° = 1, 几 乎 处 处 成 立 .因此 | фо 26) |* = 1 JL 
REZ REZ 
PRLE- n), n € Z) 成 为 标准 正 交 系 的 充分 必要 条 件 。 而 
X12024) |° = 1 几乎 处 处 成 立 , 则 成 为 必要 条 件 。 

这 里 特别 要 指出 ,二 进 小 波 不 一 定 是 R 小 波 。 因 此 ,在 研究 连续 
小 波 时 ,我 们 只 要 求 y(z) 满 足 允 许 性 条 件 。 但 是 连续 小 波 不 一 定 就 
是 二 进 小 波 , 当 然 也 不 一 定 是 R 小 波 。 当 需要 研究 半 离 散 小 波 时 ,就 
希望 %(1 是 二 进 小 波 。 当 需要 研究 离散 小 波 时 ,就 希望 (DE R 
小 波 。 

那么 ,如 果 我 们 把 一 个 满足 允许 性 条 件 的 连续 小 波 ,或 者 满足 稳定 
性 条 件 的 二 进 小 波 уб), 直接 离散 化 gna) = FO 一 n), 
(0...0), т, n € Z) 将 能 起 到 什么 样 的 作用 呢 。 


35.5 /h Ж W 


W Н 3—1 Hilbert ЭВ [Н], (4,, AEJ} 是 五 中 的 一 族 元 素 , 这 里 了 
不 一 定 是 整数 集 。 对 于 НРБ —ЖЖ f E o = Cf, р), 现在 讨论 
H leo hEJ)) 重 建 f MM. 

E fo fe € H, fis f BRE m A — fell 很 小 时 ， 
> | fis a) — А, p) Ë 也 应 很 小 , 3) ПО фо 1 < BI fl. 
RE BEARREZ M, PSC. 名) 很 接近 时 , Пл — f, | 也 
应 很 小 , 即 人 1 |° У | fs р 上 ,只 有 这 样 才能 保证 计算 的 稳定 性 。 


EHA IFI? < 2 ! (f, р) «ВП 称 为 稳定 性 条 件 。 
k€J 


定义 5.7 Hilbert 空间 中 的 一 族 元 素 {p,, k€ J} ,如 果 对 于 任意 
MW f € H, 存在 与 了 无 关 的 常数 0 < A < B < oo, 使 稳定 性 条 件 
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A| f: УС фр) <BI fl? RE WE p k € J) E H й 
k€J 


一 个 框架 。A，B 称 为 框架 的 上 、 下 界 。 若 A= В, Wip, FE JHE 
一 个 紧 框 架 。 

框架 是 比 基 有 更 宽松 的 条 件 。Riesz 基 也 是 一 种 框架 ,但 框架 不 一 
定 是 基 , 框 架 中 的 元 素 可 能 是 线性 相关 的 。 

例 5.1 设 H=R, 取 ps = (1, 一 1, 0), р = (0,1,—1), p = 
(二 1,0, Ds gp = (1, 1, 1)。 对 于 任意 的 f= (z, у, DER, (f, ф)? 
= (z—x, (f, p? = (у—4)#, (f, ф) = r+), (f, фі) = 


(zx 十 y 十 z)?, 因 此 有 2) | (f, ф |° = ЗШ (ду pr p д) 
k=l 


Ж R 的 一 个 框架 ,而 且 是 紧 框 架 , A = B= 3, 但 {g,，y;，, po p) 显然 
是 线性 相关 的 。 

{os k € J) BE H MER, MR (p k E J) 还 是 线性 无 关 
的 , 即 当 уз 三 0 时 , 必 有 as = 0, k € J Wip k € J) ЖЫН B 


一 个 Riesz 基 ,反之 亦 然 。 

定理 5.11 (Ф. k € J) Ë H f — ` Riesz 基 的 充分 必要 条 件 是 
{gr，kEJ} 是 一 个 框架 , 且 是 一 个 线性 无 关 族 。 

现在 我 们 考虑 一 个 小 波 母 函 数 y(1), 经 伸缩 和 平移 得 到 的 
(n.n (Ds, m, nE ZH L: 的 框架 的 问题 。 显 然 ,一 个 R 小 波 y(t) 可 
以 生成 L? 的 一 个 框架 。 那 么 除了 R 小 波 ,还 有 什么 样 的 小 波 可 以 生 
成 小 波 框架 呢 ? 

定理 5.12 设 ytt) € L? , NFR {Ym (0), m n € Z) E L: АЖ 
框架 界 А, B 的 框架 , 则 必 有 A < > | 9(2 5) |? < B, 几乎 处 处 


成 立 。 

这 就 是 说 ,一 个 L: 中 的 函数 y(1) ,经 伸缩 和 平移 后 得 到 的 一 族 函 
n.n (Ds, т, п) ВЕН L 的 一 个 框架 ,必要 条 件 是 уо) R — 
个 二 进 小 波 , 换 句 话说 ,并 不 是 任何 一 个 满足 允许 性 条 件 的 小 波 母 函数 
фо) ,都 能 生成 小 波 框架 的 。 
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现在 设 {y.,(1), m,nEZ} 是 一 个 小 波 框 架 , 我 们 感 兴趣 的 是 ,能 
BH f 的 离散 小 波 变换 Cf, pnn) = anns m. n € Z 来 重建 fO, 
(Pm n) m, n € Z) 是 一 个 小 波 框架 , 记 
ко = У ©, aan D E АЙЕ T: Tf = & = > (f, 
Pn. n Dn. nE) ЙЇ 
TAD = (g, f) = ( >) (f, n.n. n РО) 


= У) Cf. фы) ра Р 


А 
= > |s ym.) | 
ШЖ Tf =g =0 WA 2) | Cf. o...) 0, (f, n.n) = 0, 
m, n € 2Z, 这 时 有 /== 0. 7 
而 且 双 有 Al f |: < >! (fs фы) | = (Tf, D < BI f lz, 


Bl, T &——5]й 0 %{ЕН RH TFT MEEMRHTF T '. T jz = у. 
且 由 稳定 性 条 件 可 知 


АТ! =AJ fl: E |(/, dn. | = (g, Т^!) < 
m. n€ Z 
lel т IT gl <Alel. 
f= (ТУТ) = T A(Tf) 
= T(> Cf Yn. nbn. «(1) 
m. n€ Z 
= > (f, u. (CT u. (005 
jE T pnn D = фо), 就 有 表达 式 
Ко = 2 Cf... (Ds 
m.n€Zz 


(L.G, m, n€ Z) RN (gmn), m. n€ Z) 8, Ж Hilbert 
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空间 的 框架 理论 ,可 以 证 明 { 几 . 0), m, xEZ} 也 是 一 个 框架 ,其 框架 的 
上 .下 界 分 别 为 去 , 吉 , 且 有 表示 式 ID = У) C. g O... OD, 因此， 


MI... m,nE2Z) 是 小 波 框 架 时 ,要 由 f(1) 的 离散 小 波 变换 
(f. Yn. ,) 来 重建 原 信 号 f(D ,需要 知道 (yg. G). m, nE Z) ЮН g. n 
(t), m, n€ Z). 

WMR pnn), m, n€ Z) E: L 的 紧 框 架 , 则 


LASD 10» но .而 /= У) Су e. DE. DMS 

了 作 内 积 得 到 ISI У) оа Уо. 
m. nEZ m. n€ Z 

KAR an О = TG... D) 对 任意 的 € L 成 立 。 因 此 在 紧 杠 


架 的 情况 下 ,7(2) 有 表示 式 ,1 = + У) Sr aa (D, 
m, nEZ 


RERNE, Н FER (0...0), т, n€EZ} 可 能 是 线性 相关 的 ， 
MAREN cmn m, nEZHK У) с, фа. D = 0。 这 样 ,Fi) 的 
m. NEZ 


表达 式 又 可 写成 [00) = L УС, gma) + с... ШЖ 
m. n€Zz 


Yma) m n € Z) 不 仅 是 紧 框 架 , 且 А = 1, KR (Ym. (Ds, ms 
n € Z) 成 为 正 交 小 波 基 。 
定理 5. 13 (4...0), m,n€Z) 是 标准 正 交 基 的 充分 必要 条 件 是 
(n.n CD, m, nE ZIRE RHER, E A =1, | „(| = 1, m, n € Z, 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 。 
现 证 明 充分 性 。 
EA Ym at), m, пе A = 1 的 紧 框 架 , 故 对 任意 的 fo € L: 
有 f(0 一 > Ф. n) фы «(REI f(7) = A. (D, Hl 


Ф100 = У) GA. Yu. Dn. (0), ВА 
т. е2 
ПА. Ф = $) Тео.) = ПА. О У) сд Р. 
т. "Є2. mk 
n 
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因为 已 知 ll a. CD ll? = 1, D | (A. mn) |° = 0, B) 
mk 


Ойыл, Ym n) = 0, 4 m k, n 1 #>— АЙЗИЯ, Р Chir fn) = 
бы * би» 

对 于 非 紧 框架 的 情况 ,要求 出 对 偶 常 常 是 很 困难 的 ， 
ТИВ др.) = Т^) Ж ЖО ш.) 的 近似 。 


当 A, B 比较 接 近 时 ,可 取 一 阶 近似 类 .DD = gn. (9 ,这 时 
2 
(0) = СР, Pm. adfa aC) = —— (f. pm. «фы. OHRA,» 
SO = D Cfo ga Dpi = EB 2007 Ym Dm. HR 
RERO 是 误差 西数 ,其 范 数 为 RC) | <ET IfI .А, BRE 


近 , 允 近 效 果 越 好 。 因 此 框架 的 上 、 下 界 对 计算 有 着 很 大 影响 。 
定理 5.14 (0...0), m,nE2Z} 是 一 个 小 波 框 架 , 则 其 上 、 下 界 
A, ВЖЕ 


A< al Liw ay <В. 
IB2J-— [о | 
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第 六 章 ”多 维 小 波 和 向 量 小 波 


$61 多 维 小 波 


定义 6.1 у, у € P RD, шж [7 Lean لت‎ E den don 


ой +ай | 

收敛 , 则 称 бт, у) 是 一 个 二 维 小 波 母 函数 。 

通常 ,二 维 小 波 由 一 维 小 波 通过 张 量 积 构造 , 即 设 %z) 是 一 个 一 
维 小 波 母 函数 , pr, у) = ф(х) (у) 就 是 一 个 二 维 小 波 母 函数 。 
o. (z, у) = r (= 2=), a20, 称 为 二 维 连续 小 波 。 取 
Ж ао, bos Co l| Ym. n, . n, C, у) = af бах — mbo , агу nco) 称 为 二 
维 离散 小 波 , 这 里 m, т, m 为 整数 。 通 常 取 ae = 2, b = 1, о = 1, 
Ф. ч.» (z, y) = 2"g(2"r — т, 2"y — n), 

定义 6.2 i f(z, у) Є LR), (г, y) 是 一 个 二 维 小 波 母 函 


3 ре 1 
Ж, (Р) Са, b, с) = (f, pan) = W » Та] 


(Ê, ZZ) ау 称 为 /(z，y) 的 二 维 连续 小 波 变换 。 


a 

W, Pn, m, m) = (f, pr) = |, уб" 一 
т, 2"у 一 ma )dzdy 称 为 F(z，y) 的 二 维 离散 小 波 变换 。 

下 面 讨论 二 维 多 分 辨 分 析 和 二 维 正 交 小 波 基 。 

Ў ф(х), (Va, mEZ} 是 一 个 一 维 正 交 多 分 辨 分 析 , 相 应 的 有 小 


波 空间 Wa 和 正 交 小 波 母 函数 y(z)。 作 张 量 积 V2 = V. @ V, V 是 
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LR) 的 子 空间 , m € 2. 

显然 满足 …V2 CVa C Vin C *"", U V, = 12(8°), 
ААД = (0). 0 E: L (R° 0220Ж. 

H T(27g(2"r —п), n€ Z) У„ 的 标准 正 交 基 , 故 {2"p(2"z 一 
т)ф(2"у — n2), nı, m € Z) FE V; 的 标准 正 交 基 。 

在 一 维 情况 下 ,W, 是 V。 在 V。! 中 的 正 交 补 , 即 V,+! 有 正 交 分 解 
V, = V, @W, , B (27 g(2"z — п), n E 2) ж 0, 的 标准 正 交 基 。 由 
+W, | W,, т з 1,8 12 =Q Wa, (27g(2"x= —n), m, n € ZR 
是 二 的 正 交 小 波 基 。 

那么 在 二 维 情况 下 ,是 否 有 {ym (z. у), т, т, n € Z), ЙЕ 
LD (R*) 的 二 维 正 交 小 波 基 呢 ? 情 况 并 非 如 此 。 

AE Via = Va У 作 正 交 分 解 。 现 要 求 出 Vs 在 Vi 中 的 
正 交 补 W ,并 求 出 Wh 的 标准 正 交 基 。 

Ума = У, У 

= (V, © #„) Q (V, OW,) 
= (V, У.) @ (V, @ Wa) © (W, @У„) @ (W, © Wan) 
= V, OW}. 


这 里 V =V, OVa 
Wa = (V, © W.) © (W, © Va.) © (W, @ W,)., 

{2"р(2"х — т) ф(2"у — п), m, m Є Z) 是 Vi 的 标准 正 交 基 ; 

(2"g(2"z= — m )0(2”y — т), т, m € Z) 是 V,OW, 的 标准 正 
ЖЖ; 

{2"ф(2"х — т) ф(2"у — т), т, m € Z) E: W,G@V,, 的 标准 正 
ЖЖ, 

{2"ф(2"х — т,)ф(2”у — т), т, m € Z) М.О, 的 标准 正 
交 基 。 
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所 以 , Wi, = (V, @ W,) © (W, ОУ.) © (W, © Wa) ЖУ» ЖЕ 
V3. 中 的 正 交 补 , 且 {2"p(2"z т) ф(2"у тз), 2"0(2"z= т) ф(2"у 
— m), 2"0(2"r — n )0(2"”y 一 nz), m, m € Z) Ж E: М: 的 标准 正 交 
Æ. У Vao Wa ОКАТ, (Wa, m € Z) E L (R°) 的 一 个 
正 交 分 解 ， LR) = QW sI ل‎ (z, y) = ф(х)ф(у), g) (z, y) = 
PODPI), g) (z, у) = pr), MJ amam Er y), Pn. n, CE 
у), Pamm (z, y), m, m, m € Z) Jë L (R°) 的 正 交 小 波 基 。 

关于 二 维 小 波 变换 的 反 演 公式 ， санны 有 f(z, у) 


1 十 co co =. z=e Ей 
= ¿[= Í afe (Wyf (a, b, )ود‎ ): 2 s dadbdc, х 里 
т ра | lon san) | 
=k [` [ай + ая | “dada 
在 离散 小 波 变换 的 情况 下 ,重建 公式 就 是 一 个 级 数 表达 式 ， 
Жж, у) = У У) D фы. дф. (Fs у) 


mEZ mEZ meZ 


= УУ) DO, L... Dra. (T у), 


mEZm EZ s, €Z 


这 里 o° Сс, VRR рст, y) 的 对 侦 。 
56.2 ”向量 小 波 和 向 量 积 小 波 变换 


随 着 小 波 变换 及 其 应 用 的 研究 发 展 , 近 年 来 ,国内 外 的 一 些 学 者 开 
始 研究 更 广泛 的 意义 下 的 小 波 变换 ,如 向 量 小 波 变换 、 带 方向 性 的 小 波 
变换 ,向 量 积 小 波 变换 等 ,以 适应 解决 各 种 问题 的 需要 。 
ф(х) 
ус) 一 о аваа 
px) 


而 与 小 波 有 关 的 一 些 量 ,也 相应 地 要 以 向 量 或 矩阵 来 表示 。 如 尺 
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Ф (x) 
ф(х) 
度 函 数 p(x) ,在 研究 向 量 小 波 时 ,就 要 用 尺度 向 量 w(z) = | 来 
pr) 
表示 。 双 尺度 序列 {p,) ,就 要 用 矩阵 序列 {4,} 表 示 。 双 尺度 方程 p(x) 
= У) pnp (27 一 nn) ,就 演化 为 一 个 矩阵 尺度 方程 g(x) = J Apr- 
л 14 
n) X E A, 是 r Xr 和 矩阵 。 由 尺度 向 量 可 求 得 向 量 小 波 w(z) = 
DJ Bp (2z — n) ,B, 也 是 一 个 r Xr 和 矩阵 ,但 并 非 像 小 波 函 数 那样 简单 
Ж В, = (— 1)"A.-.. 
本 书 所 涉及 的 傅 里 叶 变 换 ,Gabor 变换 ,小 波 变 换 其 实质 都 是 一 个 
信号 f(x) 与 一 个 变换 母 函 数 的 内 积 。 
MEHER F[f(z)] = (f(x), eee) = [rne w dr, 
Gabor 变换 G[f(z)] = (f(z), gr Б)е “”) 
= reyes bedr, 
小 波 变换 ОУ,/)(а, b) = (f(x), u.» (7)) 
= [усо тоаг, 


为 了 对 各 种 信号 作 更 深入 的 研究 ,李建平 等 一 些 学 者 引入 了 向 量 
积 小 波 变换 , 它 是 上 述 内 积 小 波 变换 的 一 种 推广 。 在 向 量 积 小 波 变换 
中 ,f 和 y 中 至 少 有 一 个 是 向 量 , 可 以 分 如 下 几 种 情况 : 

(1) f(z) 是 标量 , убх) = (д, pr p) M fC) 的 向 量 积 小 波 变 
ij k 
f ff 
Ф фф 


换 记 为 V(W,f) = f x y = + 


u N i f t|, 
hhl با‎ 

ГУ 

Жой k= ((f, fs) — (б, f), (б, f) — (f, (o), Gis p) 一 


(A, Рә). 
Ml» 


(2) f = (fis fos А). PODERE, JN) VCW, f) =fxv = 


¿p Ж 2 

2 л Дл 
annl- [S Sk- +] E ; 
ЖУ. 


f), fs) Сф), (fs 0) —– (yg, f). 
G) f = (fis fas fa), у= (ho ps p) 


k = (fz, p) — (у, 


i j 
VW = f X v = |/ £, fil = EE 
Фф p ЕУ | 


* x k= (fo f) — (6 f), бр. f) — (fis h), (f ф)— 
(hs f0. 

上 述 公式 中 变量 ,根据 需要 也 可 以 是 一 个 向 量 x。 向 量 积 小 波 
变换 中 的 向 量 都 限制 在 三 维 。 


对 于 f= (fu fa, far fo), = (ór + ps дф), 可 以 如 下 定义 
f 的 向 量 积 小 波 变换 


i j k 1 
V(W,f) = Л fa Л f. 
n Ф p 
PE I 
fa fa Л Л Л Л 万 f: А fi fa Л 
= h h а h لوا + ا لو‎ p بل‎ к p pli 
Е брот 1-17 1-1 1 1 3F 


ее RA І; 22 A Al ا‎ 
= == Б йл [= + j 
Ф Á h h h ph افا‎ law б À 


+| а ^^ ا‎ ГА ЕА А). 


bal nal ب با‎ kel laal jgwl 
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向 量 积 小 波 变换 同样 可 以 对 信号 进行 分 解 与 重建 。 这 种 将 信号 (标量 
或 向 量变 为 一 个 向 量 , 因 而 具有 方向 性 ,显示 了 运动 的 特征 。 


$6.3 二 维 小 波 变换 的 一 种 应 用 


图 像 数据 压缩 的 基本 原则 是 要 使 重建 的 图 像 在 人 的 眼睛 的 视觉 中 
不 失真 为 前 提 , 删 去 原来 图 像 中 的 对 人 眼 视觉 影响 不 大 的 元 余 信息 ,以 
达到 压缩 数据 量 的 目的 。 通 常 , 人 眼 视觉 的 主观 评价 是 评价 图 像 质量 
的 主要 标准 ,但 是 在 理论 上 或 技术 上 处 理 时 还 需要 一 个 数量 化 的 客观 
评价 标准 ,这 个 客观 评价 标准 一 般 是 用 均 方 误差 。 然 而 这 个 客观 评价 
标准 常常 会 与 基于 人 眼 视觉 特性 的 主观 评价 标准 不 符 。 特 别 是 在 图 像 
的 轮廓 .线条 等 突变 部 分 ,在 人 眼 的 视觉 中 往往 起 着 重要 的 作用 ,而 这 
种 突变 部 分 往往 “ 量 ” 又 很 小 ,在 均 方 误差 中 表现 并 不 突出 。 从 数学 上 
讲 , 图 像 信 号 的 突变 部 分 就 是 信号 函数 的 奇 性 部 分 ,因此 考虑 图 像 的 质 
量 , 既 要 考虑 * 量 "的 大 小 ,又 要 考虑 奇 性 部 分 的 强 弱 。 这 里 所 谓 奇 性 的 
强 弱 , 是 指 函 数 的 光滑 程度 。 我 们 把 无 限 次 可 导 的 函数 称 为 无 奇 性 的 ， 
车 函数 在 某 处 有 间断 或 某 阶 导数 不 连续 ,那么 就 称 函数 在 该 处 有 奇 性 ， 
函数 越 光滑 , 奇 性 就 越 弱 。 根 据 傅 里 叶 变 换 的 知识 知道 ,一 个 函数 /7) 


越 光滑 , 则 其 傅 里 时 变换 广 () 在 woo 时 ,了 (ow) 趋 于 零 的 连 度 就 越 快 ， 
因此 传 里 叶 变 换 是 研究 函数 奇 性 的 基本 工具 ,但 由 于 傅 里 叶 变换 缺乏 
局 部 性 ,所 以 伟 里 叶 变 换 只 能 确定 函数 奇 性 的 整体 性 质 ,而 我 们 希望 能 
够 知道 一 个 函数 在 什么 位 置 有 什么 样 的 奇 点 , 即 函数 奇 性 的 局 部 性 质 。 
这 样 在 评价 图 像 质量 的 均 方 误差 中 对 奇 性 部 分 赋 权 ,加 大 奇 性 部 分 的 
权重 ,以 赋 权 的 均 方 误差 作为 评价 图 像 质量 的 客观 标准 ,使 客观 评价 的 
标准 尽 可 能 与 人 眼 的 主观 评价 标准 相符 。 

现 以 f(x, y) 表 示 一 个 图 像 信号 ,/* (x, y) 表 示 重 建 的 图 像 信 和 号， 
不 妨 设 fz, DA f' (z, y) 都 属于 L:(R*)。 定 义 赋 权 的 均 方 误差 为 


RP = | f€, у) f Gz, у) lpr, y)dzdy, FP р(х, y) 
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为 权 函 数 , 则 p(x，y) 应 该 具有 这 样 一 些 特性 : 

(1) p(xz，y) 要 能 够 反映 出 f(z，y) 的 奇 性 的 位 置 和 强 弱 ; 

(2) p(z，y) 的 值 能 随 f(z，y) 的 奇 性 的 强 弱 变 化 ; 

(3) o(z，y) 能 使 上 述 积分 收敛 。 

但 奇 性 并 不 完全 来 自 于 原 信 号 的 突变 ,噪声 也 会 导致 奇 性 的 出 现 ， 
可 以 采用 光滑 化 的 方法 先 去 掉 噪 声 。 

为 了 叙述 方便 , 先 以 一 维 信号 的 情况 为 例 。 

取 一 个 光滑 函数 G(xz) ,使 满足 : 


е 
of б‹х)ах = 1; 
(2) limG(z) = 0, 


例如 可 取 高 新 函数 , 令 бо = iei LD — pe), M 


хс 
KO ВАЕ ЛИ РАЛИН асо = L (E), 
s> 0, 
作 卷 积 (fx 如) = HSY ao (==)as, 这 恰好 相当 于 以 


$ 


aG [= 
POD IREEN OD ET kap B E — дє) = 


1 
#9 (0) +w. 

记 W,f(z) = fx, = f< — 80796). 这 里 :就 
是 一 个 磨 光 尺 度 , 它 的 选取 决定 了 磨 光 的 “程度 ", 所 以 s 的 选取 可 以 实 
际 需要 来 确定 。 经 磨 光 后 ,一 些 由 噪声 引起 的 较 小 的 突变 将 被 “ 磨 掉 ”， 
而 剩 下 的 较 大 的 突变 是 我 们 所 需要 考虑 的 部 分 .(/ x G,)(z) BE 
HERRES. S= G, 的 变化 情况 ,可 由 | уса) |=] s ФС» С | 
的 大 小 来 刻画 。 使 | Wf(z) | 取 极 大 值 的 点 ,就 是 f< G, 的 突变 点 。 


ШЕ 6-1 所 示 。 
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ара 
n|- 


, 


н 
上- 


图 6-1 


由 上 面 的 分 析 可 知 , 权 函数 p(x) 应 由 原 信号 f(z) 和 重建 信号 
f (z) 确 定 ,o(z) 的 值 应 随 | W.f Cr) | 的 值 增 大 而 增 大 ,同时 也 应 考虑 
到 平缓 部 分 的 误差 ,因此 在 | W,f Cz) | 的 极 小 值 处 p(x) 的 值 也 不 能 为 
零 ,对 f° (x) 也 应 有 同样 的 结果 ,依据 这 样 的 原理 ,可 以 构造 权 函 数 
p(z) 如 下 : 


B+A|W.fG) | D+CLWA (х) | 
1 十 | W,f(z) | 1+ W,f° (zx) | 


р(х) = 


其 中 A, B, C, D 是 常数 ,满足 0 < B < A, 0 < D < C, 这 些 参 
数 可 以 根据 实验 数据 进行 优化 来 确定 。 由 于 p(z) 是 有 界 函 数 ,在 
f(z) EL, f° (xz) € L? 的 前 提 下 ,可 以 保证 积分 


Ë | f(a) — f° Со) [odr IK, 


关于 二 维权 函数 poCz，y) 的 构造 ,可 以 令 
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S ме 2 +y <l, 


+r-‏ ی 


0 其 他 。 


j(z, y) = 


а [e ydzdy = E9 Je, у) = Lje, y N Ja, 
у) ЖЕ: 
ута 
(1) Г f J(z, ydrdy= 1; 
(2) lim Jæ, у) = 0. 


Буне 
=1рх y 
RJ у) = (Ж, )- >o, 


5 
Pa у) = ZJ (z, у), ,)ل‎ у) = э У, 
则 27,6, у) = 去 wo (2, 2) 
5 
= lee, у). 
所 以 YP (Cz, у) =з AJ (x, у); 
И дг ' ш 
В, 2 (z, у) = RG x), 
作 小 波 变 换 : 
WPF, y) = (f xf) (т, y) 


ws д 

= fs l) 
=$ 

= ЕА РЕ 


9 
2) > 
М2 РС, у) = say 1. 


与 一 维 情况 类 似 , 选 取 适 当 的 磨 光 因子 * 来 * 磨 "去 较 小 的 突变 部 
分 ,保留 较 大 的 突变 部 分 。 
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д 
一 ) 
WO f(r, А ЕА 
= š 


= sV (f * J.) 的 模 的 大 小 
2 f(r, у) 


矢量 | 


Zao] 
反映 了 f (zr, y) 在 “ 磨 掉 ” 了 噪声 后 的 fx J, 的 变化 情况 ， 
| V (f * J.) | 的 极 大 值 的 点 ,就 是 经 适当 去 品 后 的 突变 点 ,所 以 二 维 
权 函 数 p(z，y) 可 取 为 
且 十 AsVCFxJ)| , D+C|sV(f` *J.)| 
.1+| sv (fx*J,)| 1+| sv (f° жЈ,) | 
ЖА, B, C, D%8.Z 0 < B< A, 0 < D < C, 由 实验 来 优化 确定 。 
权 函 数 p(Cz，y) 为 有 界 函 数 , 当 f(r, y) Є LPR), 
f’ (z, y) ELCR:) 时 ， 


Baf fo E у) = f (zr, у) | ox, y)drdy 收敛。 


这 样 , 由 小 波 变换 构造 的 权 函 数 来 定义 赋 权 均 方 误差 , 既 反映 了 重 
建 图 像 在 平缓 部 分 与 原 信号 的 差异 ,又 能 反映 在 突变 部 分 的 差异 ,以 此 
作为 一 种 评价 图 像 质 量 的 客观 标准 ,与 人 眼 视觉 的 主观 评价 标准 具有 
较 好 的 一 致 性 。 以 此 为 基础 ,还 可 以 根据 实际 情况 的 需要 ， 增加 若干 个 
参数 ,以 达到 更 好 的 效果 。 


, 


р(х, у) 
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